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Κεφάλαιο 2 – Σφάλµατα 

  
 

Άσκηση 1 

 

• Η ακριβής τιµή ενός αριθµού x = 0.2 , και η προσεγγιστική του τιµή *x  = 995.1 . Να βρεθεί το 

Σφάλµα, το Απόλυτο Σφάλµα, το Σχετικό Σφάλµα, και το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα του 

αριθµού x . 

 

Απάντηση 

 

Σφάλµα  :  xx* −=ε 005.00.2995.1 −=−=  

Απόλυτο Σφάλµα : xx −= *ε 005.0005.0 =−=  

Σχετικό Σφάλµα : 
x

ε
εσ = 0025.0

0.2

005.0
−=

−
=  

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα : 
x

ε
εσ = 0.0025

2.0

0.005
==  

 

 

Άσκηση 2  

 

• Η ακριβής τιµή ενός αριθµού x = 0.2 , ενώ η προσεγγιστική του τιµή *
x = 993.1 . Να βρεθεί το 

Σφάλµα, το Απόλυτο Σφάλµα, το Σχετικό Σφάλµα, και το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα του 

αριθµού x . 

 

Απάντηση 

 

Σφάλµα  :  xx* −=ε 007.00.2993.1 −=−=  

Απόλυτο Σφάλµα : xx −= *ε 007.0007.0 =−=  

Σχετικό Σφάλµα : 
x

ε
εσ = 0035.0

0.2

007.0
−=

−
=  

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα : 
x

ε
εσ = 0.0035

2.0

0.007
==  

 

 

Άσκηση 3  

 

• Αφού στρογγυλευθεί ο αριθµός 737.2x =  σε 2 δ.ψ. να βρεθεί το Απόλυτο Σφάλµα 

Στρογγύλευσης, και το Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης. 

 

Απάντηση 

 

Στρογγύλευση σε 2 δ.ψ. : 74.2x
* =  

Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης:  xx* −=ε 003.0003.0737.274.2 ==−=  

Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης : εmax 005.010
2

1 2 =⋅= −  
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Άσκηση 4  

 

• Αφού στρογγυλευθεί ο αριθµός 733.2x =  σε 2 δ.ψ. να βρεθεί το Απόλυτο Σφάλµα 

Στρογγύλευσης, και το Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης. 

 

Απάντηση 

 

Στρογγύλευση σε 2 δ.ψ. : 73.2x* =  

Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης:  xx* −=ε 003.0003.0733.273.2 =−=−=  

Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης : εmax 005.010
2

1 2 =⋅= −  

 

Άσκηση 5  

 

• Αφού στρογγυλευθεί ο αριθµός 7145.2x =  σε 3 δ.ψ. να βρεθεί το Απόλυτο Σφάλµα 

Στρογγύλευσης, και το Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης. 

 

Απάντηση 

 

Στρογγύλευση σε 3 δ.ψ. : 714.2x
* =  

Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης:   

xx* −=ε 310
2

1
0005.00005.07145.2714.2 −⋅==−=−=  

Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης : εmax 3
10

2

1 −⋅=  

 

Άσκηση 6  

 

• Αφού στρογγυλευθεί ο αριθµός 7135.2x =  σε 3 δ.ψ. να βρεθεί το Απόλυτο Σφάλµα 

Στρογγύλευσης, και το Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης. 

 

Απάντηση 

 

Στρογγύλευση σε 3 δ.ψ. : 714.2x* =  

Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης:   

xx* −=ε 310
2

1
0005.00005.07135.2714.2 −⋅==−=−=  

Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης : εmax 3
10

2

1 −⋅=  

 

Άσκηση 7  

 

• Να βρεθεί σε πόσα δ.ψ. συµφωνούν οι αριθµοί 035.7x = και  037.7x* =  ( Απάντηση 2 δ.ψ ). 

 

Απάντηση 

 

xx* −=ε 2
10

2

1
005.0002.0002.0035.7037.7

−⋅=≤==−=  
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Άσκηση 8  

 

• Να βρεθεί σε πόσα δ.ψ. συµφωνούν οι αριθµοί 037.7x = και 042.7x* =  ( Απάντηση 2 δ.ψ ). 

 

Απάντηση 

 

xx* −=ε 210
2

1
005.0005.0037.7042.7 −⋅===−=  

 

 

Άσκηση 9  

 

• Να βρεθεί σε πόσα δ.ψ. συµφωνούν οι αριθµοί 037.7x = και 137.7x* =  ( Απάντηση 0 δ.ψ ). 

 

Απάντηση 

 

xx* −=ε 0
10

2

1
5.01.01.0037.7137.7 ⋅=≤==−=  

 

 

Άσκηση 10  

 

• Αφού στρογγυλευθεί µε Αποκοπή ο αριθµός 733.2x =  σε 2 δ.ψ. να βρεθεί το Απόλυτο 

Σφάλµα Αποκοπής, και το Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής. 

 

Απάντηση 

 

Στρογγύλευση σε 2 δ.ψ. : 73.2x* =  

Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής:  xx* −=ε 003.0003.0733.273.2 =−=−=  

Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής: εmax 210−=  

 

 

Άσκηση 11  

 

• Αφού στρογγυλευθεί µε Αποκοπή ο αριθµός 7145.2x =  σε 3 δ.ψ. να βρεθεί το Απόλυτο 

Σφάλµα Αποκοπής, και το Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής. 

 

Απάντηση 

 

Στρογγύλευση σε 3 δ.ψ. : 714.2x* =  

Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής:  xx* −=ε 0005.00005.07145.2714.2 =−=−=  

Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής: εmax 310−=  

 

 

Άσκηση 12  

 

• Αφού στρογγυλευθεί µε Αποκοπή ο αριθµός 7135.2x =  σε 3 δ.ψ. να βρεθεί το Απόλυτο 

Σφάλµα Αποκοπής, και το Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής. 
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Απάντηση 

 

Στρογγύλευση σε 3 δ.ψ. : 713.2x* =  

Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής:  xx* −=ε 0005.00005.07135.2713.2 ==−=  

Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής: εmax 310−=  

 

 

Άσκηση 13  

 

• Αφού στρογγυλευθεί µε Αποκοπή ο αριθµός 7379.2x =  σε 3 δ.ψ. να βρεθεί το Απόλυτο 

Σφάλµα Αποκοπής, και το Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής. 

 

Απάντηση 

 

Στρογγύλευση σε 3 δ.ψ. : 737.2x
* =  

Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής:  xx* −=ε 0009.00009.07379.2737.2 =−=−=  

Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής: εmax 001.010
3 == −  

 

 

Άσκηση 14 

 

• Αφού στρογγυλευθεί ο αριθµός 21011111.10x =  σε 2 δ.ψ. ( µε στρογγύλευση ) να βρεθεί το 

Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης, και το Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης. 

 

Απάντηση 

 

Στρογγύλευση σε 2 σ.ψ.: 2

*** 11.10)1101111.10()001.01011111.10(x ==+=  

Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης:  

 xx* −=ε 7

2 20000001.00000001.01011111.1011.10 −===−=  

Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης: 
321k1 222max −−−−− ===ε  

 

 

Άσκηση 15 

 

• Αφού στρογγυλευθεί ο αριθµός 2101.10x =  σε 2 δ.ψ. ( µε στρογγύλευση ) να βρεθεί το 

Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης, και το Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης. 

 

Απάντηση 

 

Στρογγύλευση σε 2 σ.ψ.: 2

*** 11.10)110.10()001.0101.10(x ==+=  

Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης:  

 xx* −=ε 3

2 2001.0001.0101.1011.10 −===−=  

Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης: 
321k1 222max −−−−− ===ε  
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Άσκηση 16 

 

• Αφού στρογγυλευθεί ο αριθµός 21011111.10x =  σε 2 δ.ψ. ( µε αποκοπή ) να βρεθεί το 

Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής, και το Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής. 

 

Απάντηση 

 

Αποκοπή σε 2 σ.ψ.: 2

** 10.10)1011111.10(x ==  

Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής:  

 xx* −=ε 276543 2222220011111.01011111.1010.10 −−−−−− ≈++++==−=  

Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής: 
2k 22max −− ==ε  

 

 

 

Άσκηση 17 

 

• Αφού στρογγυλευθεί ο αριθµός 2101.10x =  σε 2 δ.ψ. ( µε Αποκοπή ) να βρεθεί το Απόλυτο 

Σφάλµα Αποκοπής, και το Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής. 

 

Απάντηση 

 

Αποκοπή σε 2 σ.ψ.: 2

** 10.10)101.10(x ==  

 

Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής:  

 xx* −=ε 3

2 2001.0001.0101.1010.10 −===−=  

Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής: 
2k 22max −− ==ε  

 

 

 

Άσκηση 18 

 

• Αφού στρογγυλευθεί ο αριθµός 1035.2x =  σε 2 σ.ψ. ( µε στρογγύλευση ) να βρεθεί το Απόλυτο 

Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης, και το Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης. 

 

Απάντηση 

 

Στρογγύλευση σε 2 σ.ψ.: *11* x4.21024.010)235.0(35.2x ==⋅=⋅==  

Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης: xx* −=ε 05.005.035.24.2 ==−=  

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης: 
x

xx
* −

=σε 0212765.0
47

1

35.2

05.0
===  

Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης:  

05.0
20

1
10

2

1
10

2

1
10

2

1
max

121k1 ==⋅=⋅=⋅= −−−
σε  
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Άσκηση 19 

 

• Αφού στρογγυλευθεί ο αριθµός 7145.2x =  σε 3 σ.ψ. να βρεθεί το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα 

Στρογγύλευσης, και το Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης. 

 

Απάντηση 

 

Στρογγύλευση σε 3 σ.ψ. : 71.2x* =  

Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης: xx* −=ε 0045.00045.07145.271.2 =−=−=  

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης : 
x

ε
εσ = 0.001658

2.7145

0.0045
==  

Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης : σεmax 005.0105 3 =⋅= −  

 

 

 

Άσκηση 20 

 

• Να βρεθεί σε πόσα σ.ψ. συµφωνούν οι αριθµοί 035.7x =  και 037.7x* = . 

 

Απάντηση 

 

xx* −=ε 002.0002.0035.7037.7 ==−=  

x

ε
εσ = 4

1050.00050.000284
7.035

0.002 −⋅=≤== , 4 σ.ψ.. 

 

 

Άσκηση 21 

 

• Να βρεθεί σε πόσα σ.ψ. συµφωνούν οι αριθµοί 037.7x = και 042.7x* = . 

 

Απάντηση 

 

xx* −=ε 005.0005.0037.7042.7 ==−=  

x

ε
εσ = 31050.0050.00071

7.037

0.005 −⋅=≤== , 3 σ.ψ.. 

 

 

Άσκηση 22 

 

• Να βρεθεί σε πόσα σ.ψ. συµφωνούν οι αριθµοί 037.7x = και 137.7x* = . 

 

Απάντηση 

 

xx* −=ε 1.01.0037.7137.7 ==−=  

x

ε
εσ = 2

1050.050.01421
7.037

0.1 −⋅=≤== , 2 σ.ψ.. 
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Άσκηση 23 

 

• Να βρεθεί σε πόσα σ.ψ. συµφωνούν οι αριθµοί 000244.0x = και  000153.0x* = . 

 

Απάντηση 

 

xx* −=ε 000091.0000091.0000244.0000153.0 =−=−=  

x

ε
εσ = 0

10550.59477
0.000153

0.000091
⋅=≤== , 0 σ.ψ.. 

 

 

Άσκηση 24 

 

• Αφού στρογγυλευθεί ο αριθµός 
1035.2x =  σε 2 σ.ψ. ( µε αποκοπή ) να βρεθεί το Απόλυτο 

Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης, και το Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης. 

 

Απάντηση 

 

Στρογγύλευση σε 2 σ.ψ.: *11* x3.210*23.010*)235.0(35.2x =====  

Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής: xx* −=ε 05.005.035.23.2 =−=−=  

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής: 
x

xx
* −

=σε 0212766.0
47

1

35.2

05.0
===  

Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής: 

1.0
10

1
101010max

121k1 ===== −−−
σε  

 

 

Άσκηση 25 

 

• Αφού στρογγυλευθεί ο αριθµός 102 875.2111.10x ==  σε 4 σ.ψ. ( µε στρογγύλευση ) να βρεθεί 

το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης, και το Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα 

Στρογγύλευσης. 

 

Απάντηση 

 

Στρογγύλευση σε 4 σ.ψ.:  
*

102

22*2*
x0.300.112*1100.02*)11000.0(2*)10111.0(111.10x =======  

Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης: xx* −=ε 125.0125.0875.2000.3 ==−=  

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης: 
x

xx
* −

=σε 04.0
25

1

875.2

125.0
===  

Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης:  

 

0625.0
16

1
22max

4k ==== −−
σε  
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Άσκηση 26 

 

• Αφού στρογγυλευθεί ο αριθµός 102 875.2111.10x ==  σε 4 σ.ψ. ( µε αποκοπή ) να βρεθεί το 

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης, και το Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα 

Στρογγύλευσης. 

 

Απάντηση 

 

Στρογγύλευση σε 4 σ.ψ.:  
*

102

22* x75.211.102*1011.02*)10111.0(111.10x ======  

 

Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής: xx
* −=ε 125.0125.0875.2750.2 =−=−=  

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής: 
x

xx
* −

=σε 04.0
25

1

875.2

125.0
===  

Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής:  

 

125.0
8

1
222max 341k1 ===== −−−

σε  

 

 

 

Άσκηση 27 

 

• Αφού µετατραπεί ο αριθµός 106.0x =  στο δυαδικό σύστηµα και στρογγυλευθεί σε 7 σ.ψ. ( µε 

στρογγύλευση ) να βρεθεί το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης, και το Μέγιστο 

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης. 

 

Απάντηση 

 

Μετατροπή σε δυαδικό :  

...10011001

...6.18.04.02.16.18.04.02.16.0x 10

↓↓↓↓↓↓↓↓

→→→→→→→→→=

2....0111001100110.0=  

 

Στρογγύλευση σε 7 σ.ψ.: 

102

* 6015625.0
128

77

128

14864

128

1

32

1

16

1

2

1
1001101.0x ==

+++
=+++==  

 

Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης: 

xx* −=ε 0015625.00015625.06.06015625.0 ==−=  

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης: 
x

xx
* −

=σε 0026.0
6.0

0015625.0
==  

Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης: 0078125.02max 7 == −
σε  
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Άσκηση 28  

 

• Αφού µετατραπεί ο αριθµός 
106.0x =  στο δυαδικό σύστηµα και στρογγυλευθεί σε 7 σ.ψ. ( µε 

Αποκοπή ) να βρεθεί το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης, και το Μέγιστο Απόλυτο 

Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής. 

 

Απάντηση 

 

Μετατροπή σε δυαδικό :  

106.0x = 2....0111001100110.0=  

 

Αποκοπή σε 7 σ.ψ. : 
102

*
59375.0

32

19

32

1216

32

1

16

1

2

1
1001100.0x ==

++
=++==  

Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής:  xx* −=ε 00625.000625.06.059375.0 =−=−=  

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής: 
x

xx
* −

=σε 01042.0
6.0

00625.0
==  

Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής: 015625.022max 671 === −−
σε  

 

 

 

Άσκηση 29 

 

• Αφού µετατραπεί ο αριθµός 
101.0x =  στο δυαδικό σύστηµα και στρογγυλευθεί σε 5 σ.ψ. ( µε 

στρογγύλευση ) να βρεθεί το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης, και το Μέγιστο 

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης. 

 

Απάντηση 

 

Μετατροπή σε δυαδικό :  

...10011000

...6.18.04.02.16.18.04.02.01.0x 10

↓↓↓↓↓↓↓↓

→→→→→→→→→=

0001101.02*11010.02*...)1100110011.0(....0110001100110.0 33*

2 ====  

 

Στρογγύλευση σε 5 σ.ψ.: 

102

*
1015625.0

128

13

128

148

128

1

32

1

16

1
0001101.0x ==

++
=++==  

Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης: 

xx* −=ε 0015625.00015625.01.01015625.0 ==−=  

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης: 
x

xx
* −

=σε 015625.0
1.0

0015625.0
==  

Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης: 03125.02max 5 == −
σε  
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Άσκηση 30 

 

• Αφού µετατραπεί ο αριθµός 
101.0x =  στο δυαδικό σύστηµα και στρογγυλευθεί σε 5 σ.ψ. ( µε 

Αποκοπή) να βρεθεί το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης, και το Μέγιστο Απόλυτο 

Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης. 

 

Απάντηση 

 

Μετατροπή σε δυαδικό :  

...10011000

...6.18.04.02.16.18.04.02.01.0x 10

↓↓↓↓↓↓↓↓

→→→→→→→→→=

00011001.02*11001.02*...)1100110011.0(....0110001100110.0 33*

2 ====  

 

Αποκοπή σε 5 σ.ψ.: 

102

* 09765625.0
256

25

256

1816

256

1

32

1

16

1
00011001.0x ==

++
=++==  

 

Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής: 

xx* −=ε 00234375.000234375.01.009765625.0 =−=−=  

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής: 
x

xx
* −

=σε 0234375.0
1.0

00234375.0
==  

Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής: 0625.022max
451 === −−

σε  

 

 

 

Άσκηση 31 

 

• Αφού µετατραπεί ο αριθµός 10825.0x =  στο δυαδικό σύστηµα και στρογγυλευθεί σε 7 σ.ψ. ( 

µε στρογγύλευση ) να βρεθεί το Απόλυτο και το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης, και 

το Μέγιστο Απόλυτο και το Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης. 

 

Απάντηση 

 

Μετατροπή σε δυαδικό :  

...11001011

...2.16.18.04.02.16.03.165.1825.0x 10

↓↓↓↓↓↓↓↓

→→→→→→→→=

2....111101001100.0=  

 

Στρογγύλευση σε 7 δ.ψ. : 

 102

* 828125.0
64

53

64

141632

64

1

16

1

4

1

2

1
11010100.0x ==

+++
=+++==  

 

Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης:  

 

 xx* −=ε 003125.0003125.0825.0828125.0 ==−=  
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Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης:  00390625.022max
871 === −−−ε  

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης: 
x

xx
* −

=σε 003788.0
825.0

003125.0
==  

Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης: 0078125.02max 7 == −
σε  

 

 

 

Άσκηση 32 

 

• Αφού µετατραπεί ο αριθµός 10825.0x =  στο δυαδικό σύστηµα και στρογγυλευθεί σε 7 δ.ψ. ( 

µε Αποκοπή ) να βρεθεί το το Απόλυτο και το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης, και 

το Μέγιστο Απόλυτο και το Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής. 

 

Απάντηση 

 

Μετατροπή σε δυαδικό :  

10825.0x = 2....111101001100.0=  

 

Αποκοπή σε 7 σ.ψ. :  

102

*
8203125.0

128

105

128

183264

128

1

16

1

4

1

2

1
1101001.0x ==

+++
=+++==  

Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής:   

xx* −=ε 0046875.00046875.0825.08203125.0 =−=−=  

 

Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής:  0078125.02max 7 == −ε  

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής: 
x

xx
* −

=σε 0056818.0
825.0

0046875.0
==  

Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής: 015625.022max 671 === −−
σε  

 

 

Άσκηση 33 

 

• Αφού µετατραπεί ο αριθµός 1035.2x =  στο δυαδικό σύστηµα και στρογγυλευθεί σε 6 σ.ψ. ( µε 

στρογγύλευση ) να βρεθεί το Απόλυτο και το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης, και το 

Μέγιστο Απόλυτο και το Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης. 

 

Απάντηση 

 

Μετατροπή σε δυαδικό : 210 ....0110101100110.1035.2x ==  

 

Στρογγύλευση σε 6 σ.ψ.:  

102

22** 375.2011.102*100110.02*...)100111001011001.0(x ====  

 

Απόλυτο Σφάλµα Στρογγύλευσης: xx* −=ε 025.005.035.2375.2 ==−=  
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Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης: 
x

xx
* −

=σε 0106.0
470

5

35.2

025.0
===  

Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγύλευσης:  

015625.0
320

5

64

1
22max 6k ===== −−

σε  

 

 

 

Άσκηση 34 

 

• Αφού µετατραπεί ο αριθµός 1035.2x =  στο δυαδικό σύστηµα και στρογγυλευθεί σε 6 σ.ψ. ( µε 

Αποκοπή ) να βρεθεί το Απόλυτο και το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής, και το Μέγιστο 

Απόλυτο και το Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής. 

 

Απάντηση 

 

Μετατροπή σε δυαδικό : 
210 ....0110101100110.1035.2x ==  

 

Αποκοπή σε 6 σ.ψ.:  

102

22**
3125.20101.102*100101.02*...)100111001011001.0(x ====  

 

Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής: xx* −=ε 0375.00375.035.23125.2 =−=−=  

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής: 
x

xx
* −

=σε 015957.0
35.2

0375.0
==  

Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής:  

03125.0
32

1
222max

561k1 ===== −−−
σε  

 

 

Άσκηση 35 

 

• Αν οι αριθµοί 33.1x = , 133.0y =  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 3 σηµαντικά ψηφία, να βρεθεί 

το Απόλυτο Σφάλµα και το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα του Αθροίσµατος yx + , λόγω απώλειας 

σηµαντικών ψηφίων. 

 

Απάντηση 

 

46.1)463.1()133.033.1()yx( *** ==+=+  

 

463.1)133.033.1()yx( =+=+  

 

003.0463.146.1)yx()yx(
*

yx =−=+−+=+ε  

0020506.0
463.1

003.0

yx

yx

)yx( ==
+

=
+

+

ε
εσ  
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Άσκηση 36 

 

• Αν οι αριθµοί 33.1x = , 133.0y =  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 3 σηµαντικά ψηφία, να βρεθεί 

το Απόλυτο Σφάλµα και το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα της ∆ιαφοράς yx −  , λόγω απώλειας 

σηµαντικών ψηφίων. 
 

Απάντηση 

 

20.1)197.1()133.033.1()yx( *** ==−=−  

197.1)133.033.1()yx( =−=−  

003.020.1197.1)yx()yx( *

yx =−=−−−=−ε  

0025062.0
197.1

003.0

yx

yx

)yx( ==
−

=
−

−

ε
εσ  

 

Άσκηση 37 

 

• Αν οι αριθµοί 33.1x = , 133.0y = , 0133.0z =  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 3 σηµαντικά 

ψηφία, να βρεθεί το Απόλυτο Σφάλµα και το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα του Αθροίσµατος 

z)yx( −+  λόγω απώλειας σηµαντικών ψηφίων. 
 

Απάντηση 

 

=−=−=−+=−+ ******* )0133.046.1()0133.0)463.1(()0133.0)133.033.1(()z)yx((

45.1)4467.1(
* ==  

4497.10133.0463.10133.0133.033.1z)yx( =−=−+=−+  

0003.04497.145.1)zyx()zyx( ***

zyx =−=−+−−+=−+ε  

0002069.0
4497.1

0003.0

zyx

zyx

)zyx( ==
−+

=
−+

−+

ε
εσ  

 

 

Άσκηση 38 

 

• Να αποδειχθεί ότι αν οι αριθµοί 33.1x = , 133.0y = , 0122.0z =  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 

3 σηµαντικά ψηφία, δεν ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα στην πρόσθεση, δηλαδή 

)()( zyxzyx ++≠++ , λόγω απώλειας σηµαντικών ψηφίων και να βρεθεί το Απόλυτο 

Σφάλµα του αθροίσµατος x + y + z. 

 

Απάντηση 

 

=+=+=++=++ ******* )0122.046.1()0122.0)463.1(()0122.0)133.033.1(()z)yx((

47.1)4722.1(
* ==  

48.1)475.1()145.033.1()1452.033.1())0122.0133.0(33.1())zy(x( ******* ==+=+=++=++
4752.10122.0133.033.1zyx =++=++  

0052.04752.147.1)zyx()z)yx(( **

z)yx( =−=++−++=++ε  

0048.04752.148.1)zyx())zy(x( **

)zy(x =−=++−++=++ε  
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Άσκηση 39 

 

• Αν οι αριθµοί 8.1x = , 95.0y =  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 2 σηµαντικά ψηφία, να βρεθεί το 

Απόλυτο Σφάλµα και το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα του Γινοµένου yx ⋅ ,  λόγω απώλειας 

σηµαντικών ψηφίων.. 

 

Απάντηση 

 

7.1)71.1()95.08.1()yx( *** ==⋅=⋅  

71.195.08.1yx =⋅=⋅  

01.07.171.1)yx()yx( *

)yx( =−=⋅−⋅=⋅ε  

005848.0
71.1

01.0

yx

)yx(

)yx( ==
⋅

=
⋅

⋅

ε
εσ  

 

 

 

Άσκηση 40 

 

• Να αποδειχθεί ότι αν οι αριθµοί 3.0x = , 5.0y = , 4.0z =  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 1 

σηµαντικό ψηφίο, δεν ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα στον Πολλαπλασιασµό, δηλαδή 

)zy(xz)yx( ⋅⋅≠⋅⋅ , λόγω απώλειας σηµαντικών ψηφίων και να βρεθεί το Απόλυτο Σφάλµα 

του γινοµένου zyx ⋅⋅ . 

 

Απάντηση 

 

08.0)4.02.0()4.0)15.0(()4.0)5.03.0(()z)yx(( ******* =⋅=⋅=⋅⋅=⋅⋅  

06.0)2.03.0())4.05.0(3.0()))zy(x( ***** =⋅=⋅⋅=⋅⋅  

06.04.05.03.0zyx =⋅⋅=⋅⋅  

02.006.008.0)zyx()z)yx((z)yx( =−=⋅⋅−⋅⋅=⋅⋅ε  

333333.0
06.0

02.0

zyx

z)yx(

z)yx( ==
⋅⋅

=
⋅⋅

⋅⋅

ε
εσ  

006.006.0)zyx())zy(x()zy(x =−=⋅⋅−⋅⋅=⋅⋅ε  

 

0
06.0

0

zyx

)zy(x

))zy(x( ==
⋅⋅

=
⋅⋅

⋅⋅

ε
εσ  

 

 

 

Άσκηση 41 

 

• Αν οι αριθµοί 0.5x = , 0.8y =  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 2 σηµαντικά ψηφία, να βρεθεί το 

Απόλυτο Σφάλµα και το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα του Πηλίκου y/x ,  λόγω απώλειας 

σηµαντικών ψηφίων. 
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Απάντηση 

 

62.0)625.0()0.8/0.5()y/x( *** ===  

625.0)0.8/0.5()y/x( ==  

005.0625.062.0)y/x()y/x( *

)y/x( =−=−=ε  

008.0
625.0

005.0

y/x

)y/x(

)y/x( ===
ε

εσ  

 

 

 

Άσκηση 42 

 

• Αν 33.1x* =  και 133.0y* = , να βρεθεί το Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα του Αθροίσµατος yx + , 

όταν οι αριθµοί y,x  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 2 δεκαδικά ψηφία ο αριθµός x  και σε 3 

δεκαδικά ψηφία ο αριθµός y . 

 

Απάντηση 

 

0055.00005.0005.010
2

1
10

2

1 32

yxyx =+=⋅+⋅=+≤ −−
+ εεε  

 

 

 

Άσκηση 43 

 

• Αν 33.1x* =  και 133.0y* = , να βρεθεί το Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα της ∆ιαφοράς yx − , 

όταν οι αριθµοί y,x  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 2 δεκαδικά ψηφία ο αριθµός x  και σε 3 

δεκαδικά ψηφία ο αριθµός y . 

 

Απάντηση 

 

0055.00005.0005.010
2

1
10

2

1 32

yxyx =+=⋅+⋅=+≤ −−
− εεε  

 

 

 

Άσκηση 44 

 

• Αν 33.1x* =  και 22.1y* = , να βρεθεί το Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα του Αθροίσµατος 

yx + , όταν οι αριθµοί y,x  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 2 δεκαδικά ψηφία ο αριθµός x  και σε 3 

δεκαδικά ψηφία ο αριθµός y , 
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Απάντηση 

 

0037593.0
266

1

33.1

10
2

1

x

2

*

x

x ==
⋅

≤≈

−

ε
εσ  

0040983.0
244

1

22.1

10
2

1

y

2

*

y

y ==
⋅

≤≈

−
ε

εσ  

0040983.0),max( yxy)x(y)x( ==≤ ++ σσσσ εεεε  

 

 

 

Άσκηση 45 

 

• Αν 33.1x* =  και 22.1y* = , να βρεθεί το Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα της ∆ιαφοράς 

yx − , όταν οι αριθµοί y,x  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 2 δεκαδικά ψηφία ο αριθµός x  και σε 3 

δεκαδικά ψηφία ο αριθµός y , 

 

Απάντηση 

 

0037593.0
266

1

33.1

10
2

1

x

2

*

x

x ==
⋅

≤≈

−

ε
εσ  

0040983.0
244

1

22.1

10
2

1

y

2

*

y

y ==
⋅

≤≈

−
ε

εσ  

09.0
11

1

11.0

10
2

1
10

2

1

yx

22

**

yx

)yx( ==
⋅+⋅

≤
−

+
≤

−−

+

εε
εσ  

 

 

 

Άσκηση 46 

 

• Αν 8.1x* = , 95.0y* = , να βρεθεί το Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα και το Μέγιστο 

Απόλυτο Σφάλµα του Γινοµένου yx ⋅  όταν οι αριθµοί y,x  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 1 

δεκαδικό ψηφίο ο αριθµός x  και σε 2 δεκαδικά ψηφία ο αριθµός y . 

 

Απάντηση 

 

0277777.0
36

1

8.1

10
2

1

x

1

*

x

x ==
⋅

≤≈

−

ε
εσ  
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0052631.0
190

1

95.0

10
2

1

y

2

*

y

y ==
⋅

≤≈

−
ε

εσ  

0330408.00052631.00277777.0yσx)yx( =+≤+≤⋅ σσ εεε  

0564997.071.10330408.0yx
yx

**

)yx()yx(**

)yx(

)yx( =⋅≤⋅⋅≈⇒
⋅

≈ ⋅⋅

⋅

⋅ σσ εε
ε

ε  

 

 

 

Άσκηση 47 

 

• Αν 8.1x* = , 95.0y* = , να βρεθεί το Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα και το Μέγιστο 

Απόλυτο Σφάλµα του Πηλίκου y/x  όταν οι αριθµοί y,x  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 1 

δεκαδικό ψηφίο ο αριθµός x  και σε 2 δεκαδικά ψηφία ο αριθµός y . 

 

Απάντηση 

 

0277777.0
36

1

8.1

10
2

1

x

1

*

x

x ==
⋅

≤≈

−

ε
εσ  

0052631.0
190

1

95.0

10
2

1

y

2

*

y

y ==
⋅

≤≈

−
ε

εσ  

0330408.00052631.00277777.0yσx)y/x( =+≤+≤ σσ εεε  

0626036.071.10330408.0y/x
y/x

**

)y/x()y/x(**

)y/x(

)y/x( =⋅≤⋅≈⇒≈ σσ εε
ε

ε  
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Κεφάλαιο 3 –  Σειρές-Συναρτήσεις 

 

 

Άσκηση 1 

• Να αναπτυχθεί η συνάρτηση 
x1

x1
)x(f

−
+

=  σε σειρά MacLaurin. 

Απάντηση 

 

• Για τη συνάρτηση αυτή ως γνωστόν  ισχύει : 

 

 
x1

x1
)x(f

−
+

= ,    1)0(f =    

 
22

'

)x1(

!12

)x1(

2
)x(f

−
⋅

=
−

=   !12)0(f ' ⋅=  

 
33

''

)x1(

!22

)x1(

22
)x(f

−
⋅

=
−
⋅

=   !22)0(f '' ⋅=  

 
44

'''

)x1(

!32

)x1(

62
)x(f

−
⋅

=
−
⋅

=   !32)0(f ''' ⋅=  

      

 και γενικά : 

 

 
1n

)n(

)x1(

!n2
)x(f

+−
⋅

=   !n2)0(f )n( ⋅=  

 

 Εφαρµόζοντας τον τύπο του Maclaurin  βρίσκουµε : 

 

 =+
⋅

+⋅⋅⋅+
⋅

+
⋅

+=
−
+

= ...
!n

)0(fx

!2

)0(fx

!1

)0(fx
)0(f

x1

x1
)x(f

)n(n''2'

 

 

  ∑ ⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅+⋅+=
∞

=
+=+

1i

in2 x2x2x2x21 1...
 

 

 

Άσκηση 2 

 

• Να βρεθεί η ∆ιόρθωση *

n ss)x(r −= , αν χρησιµοποιηθούν οι n πρώτοι όροι του 

αναπτύγµατος για τον υπολογισµό της  Σειράς .
x1

x1
)x(f

−
+

=  

Απάντηση 

 

• Αν ∑
∞

=
+=

1i

ixs 1  και ∑
=

+=
n

1i

i* xs 1  η ακριβής και η προσεγγιστική έκφραση της Σειράς 

x1

x1

−
+

, η ∆ιόρθωση )x(rn
 θα είναι : 
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∑ =+⋅+⋅=⋅=∑ ⋅−−∑ ⋅+=−=
∞

+=

++

=

∞

= 1ni

2n1ni
n

1i

i

1i

i*

n ...x2x2x2x21x21ss)x(r     

 ( )
x1

x2
...xx1x2

1n
21n

−
⋅

=+++⋅⋅=
+

+     

 

Άσκηση 3 

 

• Να χρησιµοποιηθούν οι 3n = πρώτοι όροι του αναπτύγµατος για τον υπολογισµό της  

Σειράς 
3

1
x,

x1

x1
−=

−
+

 και να βρεθεί η ∆ιόρθωση *

3n ss)x(r)x(r −== . 

Απάντηση 

 

Η ακριβής τιµή s η προσεγγιστική s*  και η διόρθωση  )x(r3  θα είναι αντίστοιχα : 

 

5.0
2

1

4

2

3

4
3

2

3

1
1

3

1
1

x1

x1
s ====

+

−
=

−
+

=  

=−+−=






−⋅+






−⋅+






−⋅+=⋅+⋅+⋅+=
27

2

9

2

3

2
1

3

1
2

3

1
2

3

1
21x2x2x21s

32

32*  

     4814815.0
27

13

27

261827
==

−+−
=  

  

0185185.04814815.05.0ss)x(r)x(r *

3n =−=−==  

 

 

� Στο ίδιο αποτέλεσµα φτάνουµε µε τη χρήση της αναλυτικής έκφρασης που βρέθηκε στην 

Άσκηση 2 :  

 0185185.0
54

1

3

4
3

2

3

1
1

3

1
2

x1

x2
)x(r)x(r

4

13

13

3n ===








−−








−⋅
=

−
⋅

==

+

+

 

 

 

Άσκηση 4 

 

• ∆ίνεται το Πολυώνυµο x9x)x(P 3 ⋅−= .  Να βρεθεί µε το Σχήµα του Horner η τιµή του στο 

σηµείο 3=ξ . (Απάντηση 0r)3(P)(P 0 ===ξ ) 

 

Απάντηση 

 

 

 

3 

1 0 -9 0 

 3  9 0 

 1 3  0 0 )3(P=  
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Άσκηση 5  

 

• ∆ίνεται το Πολυώνυµο x9x)x(P 3 ⋅−= .  Να βρεθεί µε το Σχήµα του Horner η τιµή του στο 

σηµείο 2=ξ . (Απάντηση 10r)2(P)(P 0 −===ξ ) 

 

Απάντηση 

 

 

 

2 

1 0 -9    0 

 2  4 -10 

 1 2 -5 -10 )2(P=  

 

 

 

 

Άσκηση 6 

 

• ∆ίνεται το Πολυώνυµο x9x)x(P 3 ⋅−= .  Να βρεθεί µε το Σχήµα του Horner η τιµή της 

παραγώγου του στο σηµείο 1=ξ . (Απάντηση 6r)1(P)(P 1

'' −===ξ ) 

 

Απάντηση 

 

 

1 

1 0 -9  0 

 1  1 -8 

 1 1  -8 -8 )1(P=  

1  1  2 

 1 2  -6 )1(P'=  

 

 

 

Άσκηση 7  

 

• ∆ίνεται το Πολυώνυµο 23 xx)x(P −= .  Να βρεθεί µε το Σχήµα του Horner η τιµή του 

Πολυωνύµου και της παραγώγου του στο σηµείο 0=ξ . (Απάντηση 0)0(P)(P ==ξ , 

0)0(P)(P '' ==ξ ) 

 

Απάντηση 

 

 

 

0 

1 -1 0  0 

  0 0 0 

 1 -1 0 0 )0(P=  

0  0 0  

 1        -1 0 )0(P'=  
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Άσκηση 8 

 

• ∆ίνεται το πολυώνυµο 1xx2x2x2)x(P 234 −+⋅−⋅−⋅= . Να βρεθεί µε το Σχήµα του 

Horner η τιµή όλων των παραγώγων του στο σηµείο 1−=ξ . 

 

Απάντηση 

 

Εφαρµόζουµε όσες φορές χρειάζεται το Σχήµα του Horner για τα P(x) και n)1(0k|)x(Qk = , 

έχουµε : 

  

 

-1 

2 -2 -2  1 -1 

 -2  4 -2 1 

 2 -4 2 -1 0 0r=  

-1  -2 6 -8 

 

-1     
2 -6 8 -9 1r=  

           -2         8 

 

-1 
2         -8        16 2r=  

           -2 

 

-1 
2      -10 3r=  

 2 4r=  

 

Εφαρµόζοντας τον τύπο k

)k(
r!k)1(P ⋅=  για 4)1(0k =  βρίσκουµε  

 

48224r!4)1(P

60106r!3)1('''P

32162r!2)1(''P

991r!1)1('P

001r!0)1(P

4

iv

3

2

1

0

=⋅=⋅=

−=−⋅=⋅=

=⋅=⋅=

−=−⋅=⋅=

=⋅=⋅=

 

 

 

 

Άσκηση 9 

 

• ∆ίνεται το πολυώνυµο 5x4x3x)x(P 23 +⋅−⋅+= . Με επανειληµµένες εφαρµογές του 

σχήµατος του Horner να γραφτεί µε τη µορφή 32 2)-(x2)-(xγ 2)-x()x(P ⋅+⋅+⋅+= δβα . 

 

Απάντηση 

 

Χρησιµοποιώντας το θεώρηµα του Tailor µε 2=ξ , το πολυώνυµο που δόθηκε µπορεί να γραφτεί 

ως εξής : 

 

)2(P
!3

)2x(
)2(P

!2

)2x(
)2(P

!1

)2x(
)2(P5x4x3x)x(P '''

3
''

2
'23 ⋅

−
+⋅

−
+⋅

−
+≡+⋅−⋅+=  

 

Όµως ισχύει  
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3)1(0k|r!k)2(P k

)k( =⋅=  

 

οπότε θα έχουµε τελικά : 

 
3

3

2

210 )2x(r)2x(r)2x(rr)x(P −⋅+−⋅+−⋅+≡ . 

 

εποµένως 

 

0r=α , 1rβ =  , 2r=γ  και 3r=δ .  

 

 

Εφαρµόζουµε όσες φορές χρειάζεται το Σχήµα του Horner για τα P(x) και n)1(0k|)x(Qk = , 

έχουµε : 

  

 

 

2 

1          3 -4 5 

 2         10       12 

 1          5 6        17
0r=  

      2  2        14   

 

  2 
1 7        20 1r=  

            2 

 1          9 2r=  

3r=  

 

 

οπότε το πολυώνυµο που δόθηκε µπορεί να γραφτεί ως εξής : 

 

=⋅+⋅+⋅+≡+⋅−⋅+≡ 3

3

2

210

23
2)-(xr2)-(xr 2)-x(rr5x4x3x)x(P

32 2)-(x12)-(x9 2)-x(2017 ⋅+⋅+⋅+=  

 

ενώ η τιµή του Πολυωνύµου και των παραγώγων του στο σηµείο 2=ξ  θα είναι : 

 

616r!3)2(P

1892r!2)2(P

20201r!1)2(P

17171r!0)2(P

3

'''

2

''

1

'

0

=⋅=⋅=

=⋅=⋅=

=⋅=⋅=

=⋅=⋅=
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Κεφάλαιο 4 –  Αριθµητική Επίλυση Εξισώσεων 

 

 

Άσκηση 1 

 

• ∆ίνεται το Πολυώνυµο x9x)x(P 3 ⋅−= .  Να βρεθεί πόσες και ποιες ρίζες υπάρχουν στα 

διαστήµατα ( ) ( ) ( ) ( )4,5,1,4,2,4,4,4 −−−−−− .  

 

Απάντηση 

 

02828)4(P)4(P <⋅−=⋅− , υπάρχει περιττός αριθµός ριζών (3 ρίζες, 3,0,3 321 ==−= ξξξ )  

01028)2(P)4(P <⋅−=−⋅− , υπάρχει µία ρίζα ( )31 −=ξ   

0828)1(P)4(P >−⋅−=⋅− , υπάρχει άρτιος αριθµός ριζών (2 ρίζες, 0,3 21 =−= ξξ ) 

02880)4(P)5(P >−⋅−=−⋅− , δεν υπάρχει καµιά ρίζα  

 

 

Άσκηση 2 

 

• ∆ίνεται το Πολυώνυµο 0xx)x(P 3 =−= .  Να βρεθούν τα υπο-διαστήµατα στα οποία 

υπάρχουν ρίζες, αν ( ) ( )5.2,5.1b,a −=  και 4n = . 

 

Απάντηση 

 

1) Βρίσκουµε το βήµα 1
4

)5.1(5.2

n

ab
h =

−−
=

−
=  

2) ∆ιαιρούµε το διάστηµα ( )b,aI =  στα σηµεία 5.2,5.1,5.0,5.0,5.1 −− . 

 

3) Βρίσκουµε το πρόσηµο των τιµών του Πολυωνύµου )x(P  σ’ αυτά τα σηµεία, όπως φαίνονται 

στον παρακάτω πίνακα : 

 

 
++−+−

−−

)x(P

5.25.15.05.05.1x
 

 

4) Το Πολυώνυµο έχει τρεις πραγµατικές ρίζες, στα διαστήµατα ( ) ( ) ( )5.1,5.0,5.0,5.0,5.0,5.1 −−− . 

 

 

Άσκηση 3 

 

• ∆ίνεται το Πολυώνυµο 04x)x(P 2 =−= .  Να ελεγχθεί αν η ρίζα που υπάρχει στο διάστηµα 









3,

2

3
 είναι µοναδική.  

 

Απάντηση 

 

05
4

7
)3(P

2

3
P <⋅

−
=⋅








, άρα υπάρχει τουλάχιστον µια ρίζα στο 








3,

2

3
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x2)x(P' ⋅= ,   

03
2

3
2

2

3
P ' >=⋅=








 

0632)3(P' >=⋅=  

04)2(P' >=  

Εποµένως, ισχύει 




∈∀> 3,
2

3
x,0)x(P ' , οπότε η ρίζα που υπάρχει στο διάστηµα 








3,

2

3
 είναι 

µοναδική.  

 
 

Άσκηση 4 

 

• ∆ίνεται το Πολυώνυµο 0x3x)x(P 3 =⋅−= .  Να βρεθούν µε τη βοήθεια των ριζών της 

παραγώγου του Πολυωνύµου P(x) τα υπο-διαστήµατα στα οποία υπάρχουν ρίζες, αν 

( ) ( )3,3b,a −= . 

 

Απάντηση 

 

1) Η παράγωγος του Πολυωνύµου P(x)  είναι : 

 

3x3)x(P 2' −⋅=  

 

µε ρίζες 1,1 21 =−= ξξ . 

 

2) ∆ιαιρούµε το διάστηµα ( ) ( )3,3b,a −=  στα υπο-διαστήµατα ( )1,3 −− , ( )1,1− , ( )3,1 . 

 

3) Βρίσκουµε το πρόσηµο των τιµών του Πολυωνύµου )x(P  σ’ αυτά τα σηµεία, όπως φαίνονται 

στον παρακάτω πίνακα : 

 

 
+−+−

−−

)x(P

3113x
 

 

4) Το Πολυώνυµο έχει τρεις πραγµατικές ρίζες στα διαστήµατα ( )1,3 −− , ( )1,1− , ( )3,1 . 

 

 

Άσκηση 5 

 

• ∆ίνεται το Πολυώνυµο 0x3x)x(P 2 =⋅−= .  Να βρεθεί διάστηµα ( )ba,  που να περιέχει τις 2 

πραγµατικές ρίζες 3,0, 21 =ξξ  ( άνω και κάτω φράγµα ). 

 

Απάντηση 

 

Για 1b = , εφαρµόζουµε το Σχήµα Horner : 

 

 

1 

1 -3   0   

 1  -2   

 1=q0 -2=q1 -2=q2 )1(P=  
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Για τους συντελεστές 21 q,q  ισχύει 0q,q 21 < , οπότε εφαρµόζουµε το Σχήµα Horner για 4b = : 

 

 

4 

1 -3   0   

 4  4   

 1=q0 1=q1 4=q2 )4(P=   

 

Οι συντελεστές 0q,...,q,q n21 ≥  και 0pq 00 >= , οπότε n,...,2,1i,i =∀ξ  ισχύει : 

n,...,2,1i,4bi ==<ξ . 

 

Για την εύρεση του κάτω φράγµατος, δηµιουργούµε το  Πολυώνυµο : 

 

)3x(xx3x))x(3)x(((-1))x(P(-1) 2222 +⋅=⋅+=−⋅−−⋅=−⋅    

 

µε ρίζες 3,0, 21 −=−− ξξ  και κάνουµε εφαρµογή του Θεωρήµατος 4.3 για 1a =   : 

 

 

1 

1 3   0   

 1  4   

 1=q0 4=q1 4=q2 )1(P=   

 

Οι συντελεστές 0q,...,q,q n21 ≥  και 0pq 00 >= , οπότε n,...,2,1i,i =∀ξ  ισχύει : 

n,...,2,1i,a1i ==<−ξ  ή n,...,2,1i,1i =−=−> αξ  και οι ρίζες ανήκουν στο διάστηµα 

( ) ( )4,1ba,- −= . 

 

 

Άσκηση 6 

 

• Αν για τη συνάρτηση 1x)x(f 2 −=  ∃ µια ρίζα 1=ξ  στο διάστηµα ( ) ( )6.1,6.0b,a 00 =  να 

βρεθεί 

 

α) Ο αριθµός των επαναλήψεων µε τη Μέθοδο της ∆ιχοτόµησης που θα χρειαστούν, ώστε να 

βρεθεί η προσέγγιση 
nx της ρίζας 1=ξ  µε ακρίβεια ενός δ.ψ. ( k = 1 ), αν είναι γνωστό ότι  

 

( )
3017.02log,

2log

)ab(10log
n

k

=
−⋅

≥
 

 

β) Οι προσεγγίσεις n10 x,...,x,x , ώστε να βρεθεί η προσέγγιση nx  της ρίζας 1=ξ  µε ακρίβεια 

ενός δ.ψ 

 

Απάντηση 

 

α) 3346.3
3017.0

1

2log

)10log(

2log

)6.06.1(10log(
n

11

≈===
−⋅

≥  

 

β) 064.0136.016.01a)a(f 22

00 <−=−=−=−= ,  

056.1156.216.11b)b(f 22

00 >=−=−=−=  

056.164.0)b(f)a(f 00 <⋅−=⋅ , εποµένως υπάρχει ρίζα στο ( ) ( )6.1,6.0b,a 00 =  



Λυµένες Ασκήσεις                                        Κεφάλαιο 4 

 

Αριθμητική Ανάλυση & Προγραμματισμός Επιστ. Εφαρμογών                 Γουλιάνας Κώστας       2008 Σελίδα 26
 

1.1
2

2.2

2

6.16.0

2

ba
x 00

0 ==
+

=
+

= , 
1

2
1

00 1005.01.011.1x −⋅=>=−=−= ξε  

021.0121.111.11x)x(f 22

00 >=−=−=−=  , 021.064.0)x(f)a(f 00 <⋅−=⋅  

( ) ( )1.1,6.0b,a 11 = , 85.0
2

7.1

2

1.16.0

2

ba
x 11

1 ==
+

=
+

= ,

1

2
1

11 1005.015.0185.0x
−⋅=>=−=−= ξε  

02775.017225.0185.01x)x(f 22

11 <−=−=−=−=  , 021.02775.0)b(f)x(f 11 <⋅−=⋅  

( ) ( )1.1,85.0b,a 22 = , 975.0
2

95.1

2

1.185.0

2

ba
x 22

2 ==
+

=
+

= ,

1

2
1

22 1005.0025.01975.0x −⋅=<=−=−= ξε  

 

 

Άσκηση 7 

 

• Αν για τη συνάρτηση 1x)x(f 2 −=  υπάρχει µια ρίζα 1=ξ  στο διάστηµα ( ) ( )2
3

2
1

00 ,b,a =  να 

βρεθούν οι προσεγγίσεις n10 x,...,x,x , µε τη Μέθοδο της Εσφαλµένης Θέσης που θα χρειαστούν, 

ώστε να βρεθεί η προσέγγιση nx της ρίζας 1=ξ  µε ακρίβεια ενός δ.ψ. 

 

Απάντηση 

 

011)(1a)a(f 4
3

4
12

2
1

2

00 <−=−=−=−= ,  

011)(1b)b(f 4
5

4
92

2
3

2

00 >=−=−=−=  

0)b(f)a(f 4
5

4
3

00 <⋅−=⋅ , εποµένως υπάρχει ρίζα στο ( ) ( )2
3

2
1

00 ,b,a =  

)b(f
)a(f)b(f

ab
bx 0

00

00
00 −

−
−=

4

5

4

3

4

5

2

1

2

3

2

3

+

−
−= 875.0

8

7

8

5

2

3

4

8

4

5

2

3 ==−=−=  

1

2
1

00 1005.0125.01875.0x −⋅=>=−=−= ξε  

011)(1x)x(f 64
15

64
492

8
7

2

00 <−=−=−=−=  , 0)b(f)x(f 4
5

64
15

00 <⋅−=⋅  

( ) ( )2
3

8
7

11 ,b,a = , )b(f
)a(f)b(f

ab
bx 1

11

11
11 −

−
−= 97368.0

38

37

95

50

2

3

64

95

32

25

2

3

4

5

64

15

4

5

8

7

2

3

2

3 ==−=−=
+

−
−= ,

1

2
1

11 1005.00263.0197368.0x −⋅=<=−=−= ξε  

 

 

 

Άσκηση 8 

 

• Να βρεθεί το σταθερό σηµείο στη Μέθοδο της Εσφαλµένης Θέσης για την εύρεση της ρίζας  

1=ξ  της εξίσωσης  0xx)x(f 3 =−=  στο διάστηµα ( ) 






= 2,
2

1
b,a 00

. 

Απάντηση 

 

0xx)x(f 3 =−=  

0
8

3

2

1

2

1

2

1
f

3

<
−

=






−






=







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( ) 06222f 3 >=−=  ,   

1x3)x(f 2' −⋅=  

x6)x(f '' ⋅= ,   03)
2

1
(6

2

1
f '' >=⋅=








,     ( ) 012262f '' >=⋅=  

εποµένως σταθερό σηµείο είναι το 2b0 = . 

 

 

Άσκηση 9 

 

• Να βρεθεί µε τη γενικευµένη µέθοδος της Εσφαλµένης Θέσης ( αφού πρώτα βρεθεί το σταθερό 

σηµείο ) η ρίζα  2=ξ  της εξίσωσης  04x)x(f 2 =−=  στο διάστηµα ( ) 






=
2

5
,

2

3
b,a 00

 µε 

ακρίβεια 1 δεκαδικού ψηφίου ( k=1 ).  

 

Απάντηση 

 

0
4

7
4

4

9
4

2

3

2

3
f)a(f

2

0 <−=−=−





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



=  

0
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9
4
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25
4
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





=  

0
16

63

4

9

4

7
)b(f)a(f 00 <−=⋅−=⋅  

εποµένως υπάρχει ρίζα στο ( ) 






=
2

5
,

2

3
b,a 00

 

 

x2)x(f ' ⋅=  

2)x(f '' = ,    

02
2

3
f '' >=








 

05
2

5
f '' >=








 

εποµένως σταθερό σηµείο είναι το 
2

5
b0 = ,  οπότε 

2

3
ax 00 ==  
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3
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3
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4
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2
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2
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−
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2
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11 1005.00625.029375.1x −⋅=>=−=−= ξε ,  
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
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=







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xb
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256
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16
9
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256
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4
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2
5

1
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Άσκηση 10 
 

• Αν  η συνάρτηση η )x(g
x

1
x2x ≡−⋅=  αποτελεί αναδιάταξη της 0)x(f =  

1. Να βρεθεί η συνάρτηση 0)x(f =  και οι πραγµατικές ρίζες της  

2. Να βρεθεί η Τάξη Σύγκλισης γι’ αυτές τις ρίζες 

3. Αν η µέθοδος συγκλίνει στο διάστηµα ]2,[I 2
1= , για 

3

2
x0 = , να βρεθούν οι προσεγγίσεις 

n21 x,...,x,x , που θα χρειαστούν, ώστε να βρεθεί η προσέγγιση 
nx της ρίζας 1=ξ  µε ακρίβεια 

ενός δ.ψ. 

 

Απάντηση 

 

1. 01x)x(f1x2x
x

1x2
x

x

1
x2x 222

2

=−=⇒−⋅=⇒
−⋅

=⇒−⋅= , Ρίζες 11 =ξ , 12 −=ξ  

2. 
2

'

x

1
2)x(g

x

1
x2)x(g +=⇒−⋅= ,   3

1

1
2)1(g)1(g '' =+=−=  

3. Η µέθοδος δεν συγκλίνει, αφού 13)1(g)1(g '' ≥=−=  

 

 

 

 

Άσκηση 11 

 

• Αν  η συνάρτηση η )x(g)
x

1
x2(

3

1
x ≡+⋅⋅=  αποτελεί αναδιάταξη της 0)x(f =  

1. Να βρεθεί η συνάρτηση 0)x(f =  και οι πραγµατικές ρίζες της  

2. Να βρεθεί η Τάξη Σύγκλισης γι’ αυτές τις ρίζες 

3. Αν η µέθοδος συγκλίνει στο διάστηµα ]2,[I 2
1=  , για 

3

2
x0 = , να βρεθούν οι οι προσεγγίσεις 

n21 x,...,x,x , που θα χρειαστούν, ώστε να βρεθεί η προσέγγιση nx της ρίζας 1=ξ  µε ακρίβεια 

ενός δ.ψ. 

 

Απάντηση 

 

1. 01x)x(f1x2x3
x3

1x2
x)

x

1
x2(

3

1
x 222

2

=−=⇒+=⋅⇒
⋅
+⋅

=⇒+⋅⋅= , Ρίζες 11 =ξ ,

12 −=ξ  

 

2. )
x

1
2(

3

1
)x(g)
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1
x2(

3

1
)x(g

2

' −⋅=⇒+⋅⋅= ,   

 

 1
3

1
)

1

1
2(

3

1
)1(g)1(g '' <=−⋅=−=  

3

2
)2(

3

1
)42(

3

1
)

1
2(

3

1
)

)(

1
2(

3

1
)

2

1
(g

4
12

2
1
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12

7

12

7
)

4

7
(

3

1
)

4

1
2(

3

1
)

)2(

1
2(

3

1
)2(g

2

' ==⋅=−⋅=−⋅=  

      οπότε 1
3

2
<=λ . Επίσης 

2

1
1

2

1
=− , ρ==− 112 , άρα η µέθοδος συγκλίνει. 

 

• Αν 
3

2
x0 = , θα έχουµε :  

94444.0
18

17

6

17

3

1
)

2

3

3

4
(

3

1
)

1

3

2
2(

3

1
)

x

1
x2(

3

1
)x(gx

3
2

0

001 ==⋅=+⋅=+⋅⋅=+⋅⋅==  

1

2
1

11 1005.0055555.019444.0x −⋅=>=−=−= ξε  

 

18

17
x1 = ,  

98257.0
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451

153

451

3

1
)

17

18

9

17
(

3

1
)

1

18

17
2(

3

1
)

x

1
x2(

3

1
)x(gx

18
17

1

112 ==⋅=+⋅=+⋅⋅=+⋅⋅==  

1

2
1

22 1005.001743.0198257.0x −⋅=<=−=−= ξε  

 

 

 

Άσκηση 12 

 

• Αν  η συνάρτηση η )x(g)
x

1
x(

2

1
x ≡+⋅=  αποτελεί αναδιάταξη της 0)x(f =  

1. Να βρεθεί η συνάρτηση 0)x(f =  και οι πραγµατικές ρίζες της  

2. Να βρεθεί η Τάξη Σύγκλισης γι’ αυτές τις ρίζες 

3. Αν η µέθοδος συγκλίνει στο διάστηµα 




=
2

3
,

4

3
I , για 

3

2
x0 =  να βρεθούν οι οι προσεγγίσεις 

n21 x,...,x,x , που θα χρειαστούν, ώστε να βρεθεί η προσέγγιση nx της ρίζας 1=ξ  µε ακρίβεια 

ενός δ.ψ. 

 

Απάντηση 

 

1. 01x)x(f1xx2
x2

1x
x)

x

1
x(

2

1
x

222
2

=−=⇒+=⋅⇒
⋅
+

=⇒+⋅= , Ρίζες 11 =ξ , 12 −=ξ  

2. )
x

1
1(

2

1
)x(g)

x

1
x(

2

1
)x(g

2

' −⋅=⇒+⋅= ,   0)
1

1
1(

2

1
)1(g)1(g '' =−⋅=−= , άρα η σύγκλιση 

είναι τουλάχιστον τετραγωνική. 

 

34

''

x

1
)

x

x2
(

2

1
)x(g =

⋅
⋅= ,  01

1

1
)1(g '' ≠== ,  01

1

1
)1(g '' ≠=

−
=− , άρα η σύγκλιση είναι 

τετραγωνική. 

 

3. 
9

8

9
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2
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1
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1
2

4
3

'' =⋅=⋅=⋅ ,      
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2
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4

2

1
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1
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3
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3
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άρα   M
9

8
)x(g

2

1 '' =≤⋅  και 
4

3

4

3

2

3
ab =−=− , οπότε 1

3

2

4

3

9

8
abM <=⋅=−⋅=λ  

Επίσης 
4

1
1

4

3
=− , ρ==−

2

1
1

2

3
, άρα η µέθοδος συγκλίνει. 

 

3

2
x0 = ,   

08333.1
12

13

6

13

2

1
)

2

3

3

2
(

2

1
)

1

3

2
(

2

1
)

x

1
x(

2

1
)x(gx

3
2

0

001 ==⋅=+⋅=+⋅=+⋅==  

1

2
1

11 1005.0083333.0108333.1x
−⋅=>=−=−= ξε  
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13
x1 = ,  0032.1

312
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2

1
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13
(

2

1
)

1

12

13
(

2

1
)

x

1
x(

2

1
)x(gx

12
13

1

112 ==⋅=+⋅=+⋅=+⋅==  

1

2
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22 1005.00032.010032.1x
−⋅=<=−=−= ξε  

 

 

Άσκηση 13  

 

• Αν  η συνάρτηση η )x(gxx 3 ≡=  αποτελεί αναδιάταξη της 0)x(f =  

 

1. Να βρεθεί η συνάρτηση 0)x(f =  και οι πραγµατικές ρίζες της  

2. Να βρεθεί η Τάξη Σύγκλισης γι’ αυτές τις ρίζες  

3. Αν η µέθοδος συγκλίνει, για 
2

1
x0 =  να βρεθούν οι  προσεγγίσεις n21 x,...,x,x , που θα 

χρειαστούν, ώστε να βρεθεί η προσέγγιση nx της ρίζας 0=ξ  µε ακρίβεια ενός δ.ψ. 

 

Απάντηση 

 

1. 0)1x(xxx)x(fxx 233 =−=−=⇒= , Ρίζες 11 =ξ , 12 −=ξ , 03 =ξ  

 

2. 2'3 x3)x(gx)x(g ⋅=⇒= ,  

1313)1(g)1(g '' >=⋅=−= , άρα η µέθοδος δεν συγκλίνει για τις ρίζες 11 =ξ , 12 −=ξ . 

003)0(g ' =⋅= , άρα η σύγκλιση για τη ρίζα 03 =ξ  είναι τουλάχιστον τετραγωνική. 

x6)x(g '' = , 006)0(g '' =⋅= , άρα η σύγκλιση για τη ρίζα 03 =ξ  είναι τουλάχιστον κυβική. 

6)x(g ''' = , 06)0(g ''' ≠= , άρα η σύγκλιση για τη ρίζα 03 =ξ  είναι κυβική. 

 

3. 
2

1
x0 = ,  125.0
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Άσκηση 14  

 

• Αν για τη συνάρτηση 1x)x(f 2 −=  υπάρχει µια ρίζα 1=ξ  στο διάστηµα ( ) ( )2
3

4
3

00 ,b,a =   

 

1. Να δειχθεί ότι πληρούνται οι προϋποθέσεις του Θεωρήµατος 4.6 για τη σύγκλιση της Μεθόδου 

Newton-Raphson στο διάστηµα ( ) ( )2
3

4
3

00 ,b,a =  

 

2. Να βρεθούν οι προσεγγίσεις n21 x,...,x,x , µε τη Μέθοδο Newton-Raphson που θα χρειαστούν, 

ώστε µε ( ) ( )2
3

4
3

000 ,b,a
3

2
x =∈= να βρεθεί η προσέγγιση 

nx  της ρίζας 1=ξ  µε ακρίβεια ενός 

δ.ψ. 

 

Απάντηση 

 

1. 1x)x(f 2 −= ,    x2)x(f ' ⋅= ,     2)x(f '' =  
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






,  3

2

3
2

2

3
f

' =⋅=







, οπότε ( ) Κ=≥

2

3
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2

2

2
=

⋅
=

⋅
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Κ
Λ
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Επίσης 
4

3
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3
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3
ab =−=− οπότε 1

2

1

4

3

3

2
abM <=⋅=−⋅=λ  

Επίσης 
4

1
1

4

3
=− , ρ==−

2

1
1

2

3
, άρα η µέθοδος συγκλίνει 

2. 011)(1a)a(f 4
3

4
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2
1

2
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011)(1b)b(f 4
5

4
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2
3

2

00 >=−=−=−=  

0)b(f)a(f 4
5

4
3

00 <⋅−=⋅ , εποµένως υπάρχει ρίζα στο ( ) ( )2
3

4
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00 ,b,a =  
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Άσκηση 15 

 

• Αν για τη συνάρτηση 2)1x()x(f −=  υπάρχει µια Πολλαπλή ρίζα 1=ξ  στο διάστηµα 

( ) ( )2
3

2
1

00 ,b,a =  

 

1. Να βρεθεί η Τάξη Σύγκλισης γι’ αυτή τη ρίζα 

2. Με ( ) ( )2
3

2
1

000 ,b,a
3

2
x =∈=  να βρεθούν οι προσεγγίσεις n,21 x...,x,x , µε τη Μέθοδο Newton-

Raphson που θα χρειαστούν, ώστε να βρεθεί η προσέγγιση nx της ρίζας 1=ξ  µε ακρίβεια ενός 

δ.ψ. 

 

Απάντηση 
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άρα η σύγκλιση για τη ρίζα 1=ξ  είναι γραµµική. 
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Κεφάλαιο 5 - Επίλυση Συστηµάτων Εξισώσεων 
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1

x

x

x

x



















=

8

7

13

7

,  ( Λύση 



















=

4

3

2

1

x

x

x

x

x



















=

1

1

1

1

 )   

 
µε Απαλοιφή Gauss – Jordan.   
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Απάντηση 

 

 

⇒

8

7

13

7

1214

2113

2542

1321

1
4

1
3

1
2

bAίέ νακαςΠςστολλαπλασιαΠ

            

20

14

1

7

31070

1850

0100

1321

bAί

−

−

−

−−−

−−−

−

νακαςΠ

 

 

0a22 = , οπότε γίνεται ανταλλαγή 2
ης

 και 3
ης

 γραµµής 

 

 

⇒

−

−

−

−−−

−

−−−

−

20

1

14

7

31070

0100

1850

1321

5
7

5
2

bAίέ νακαςΠςστολλαπλασιαΠ

  

 

5
2

5
7

5
8

5
6

5
3

5
1

5
6

5
1

1

14

00

0100

1850

01

8

bAίέ

−−

−

−

−

−

−

−−−

νακαςΠςστολλαπλασιαΠ

 

 

⇒
−

−

−

−−

−−

−

5
8

5
8

5
8

5
3

8
5

8
3

1

6

000

0100

1050

001

bAίέ νακαςΠςστολλαπλασιαΠ

      

5
8

5
8

1

5

1

000

0100

0050

0001

bAί

−−

−

−

−

−

νακαςΠ

,  

 

 

οπότε επιλύεται το ∆ιαγώνιο Σύστηµα : 

 

1
1

1

a

b
x

11

1

1 === , 1
5

5

a

b
x

22

2

2 =
−

−
== , 1

1

1

a

b
x

33

3

3 =
−

−
== , 1

a

b
x

5
8

5
8

44

4

4 ===
−

−

. 
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Άσκηση 8  

   

• Να ελεγχθεί αν ο Πίνακας 



















−

−

−−

−

=

4211

1521

2161

1125

A  έχει ∆ιαγώνια Υπεροχή Κατά Γραµµές ή 

Στήλες. 

 

 

Απάντηση 

 

1. Έλεγχος Υπεροχής Κατά Γραµµές  

 

4112112aaa5a 14131211 =++=++−=++>=  

4211211aaa6a 24232122 =++=+−+−=++>=  

4121121aaa5a 34323133 =++=+−+=++>=  

4211211aaa4a 43424144 =++=+−+=++==  

 

εποµένως δεν υπάρχει Υπεροχή Κατά Γραµµές. 

 

 

2. Έλεγχος Υπεροχής  Κατά Στήλες 

 

3111111aaa5a 41312111 =++=++−=++>=  

5122122aaa6a 42321222 =++=−+−+−=++>=  

4211211aaa5a 43231333 =++=+−+=++>=  

4121121aaa4a 34241444 =++=++=++==  

 
εποµένως δεν υπάρχει Υπεροχή Κατά Στήλες. 

 

 

 

Άσκηση 9 

 

• Να ελεγχθεί αν ο Πίνακας 



















−

−

−−

−

=

5211

1521

1161

2125

A  έχει ∆ιαγώνια Υπεροχή Κατά Γραµµές ή 

Στήλες. 
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Απάντηση 

 

 
1. Έλεγχος Υπεροχής Κατά Γραµµές : 

 

5212212aaa5a 14131211 =++=++−=++== ,  

 

άρα δεν υπάρχει Υπεροχή Κατά Γραµµές. 

 

 

2. Έλεγχος Υπεροχής  Κατά Στήλες : 

 

3111111aaa5a 41312111 =++=++−=++>=  

5122122aaa6a 42321222 =++=−+−+−=++>=  

4211211aaa5a 43231333 =++=+−+=++>=  

4112112aaa5a 34241444 =++=++=++>=  

 
εποµένως υπάρχει Υπεροχή Κατά Στήλες. 

 

 

 

 

Άσκηση 10  

 

• Να επιλυθεί το Σύστηµα  ⋅

















−

−

421

131

012

















3

2

1

x

x

x

















=

3

3

3

 ( Λύση  

















=

3

2

1

x

x

x

x

















=

1

1

1

 ) 

 

µε τη Μέθοδο Gauss – Seidel. Με Αρχικές Τιµές [ ] [ ]4
3

4
3

4
3

)0(

3

)0(

2

)0(

1

)0( xxxx ==  να 

βρεθούν µέχρι και οι τιµές των [ ])2(

3

)2(

2

)2(

1

)2( xxxx = .   

 

 

Απάντηση 

 

Αρχικές Τιµές [ ] [ ]4
3

4
3

4
3

)0(

3

)0(

2

)0(

1

)0( xxxx ==  

 

 

1
ος

 Κύκλος 

 

125.1
8

9

22

)013(

a

)xaxab(
x 4

9
4

3
4

3

11

)0(

313

)0(

2121)1(

1 ===
⋅−⋅−

=
⋅−⋅−

=  

125.1
8

9

33

)1)1(3(

a

)xaxab(
x 8

27
4

3
8

9

22

)0(

323

)1(

1212)1(

2 ===
⋅−⋅−−

=
⋅−⋅−

=  

03125.1
32

33

44

))2(13(

a

)xaxab(
x 8

33
8

9
8

9

33

)1(

232

)1(

1313)1(

3 ===
⋅−−⋅−

=
⋅−⋅−

=  
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2
ος

 Κύκλος 

 

9375.0
16

15

22

)013(

a

)xaxab(
x 8

15
8

9
8

9

11

)1(

313

)1(

2121)2(

1 ===
⋅−⋅−

=
⋅−⋅−

=  

96875.0
32

31

33

)1)1(3(

a

)xaxab(
x 32

93
32

33
16

15

22

)1(

323

)2(

1212)2(

2 ===
⋅−⋅−−

=
⋅−⋅−

=  

1
4

4

4

))2(13(

a

)xaxab(
x 32

31
16

15

33

)2(

232

)2(

1313)2(

3 ==
⋅−−⋅−

=
⋅−⋅−

=
 

 

 

 

Άσκηση 11  

 

• Να επιλυθεί το Σύστηµα  ⋅

















−

−

421

131

012

















3

2

1

x

x

x

















=

3

3

3

( Λύση  

















=

3

2

1

x

x

x

x

















=

1

1

1

 ) 

 

µε τη Μέθοδο Jacobi. Με Αρχικές Τιµές [ ] [ ]4
3

4
3

4
3

)0(

3

)0(

2

)0(

1

)0( xxxx ==  να βρεθούν µέχρι 

και οι τιµές των [ ])2(

3

)2(

2

)2(

1

)2(
xxxx = .  

 

Απάντηση 

 

Αρχικές Τιµές [ ] [ ]4
3

4
3

4
3

)0(

3

)0(

2

)0(

1

)0( xxxx ==  

 

1
ος

 Κύκλος 

 

125.1
8

9

22

)013(

a

)xaxab(
x 4

9
4

3
4

3

11

)0(

313

)0(

2121)1(

1 ===
⋅−⋅−

=
⋅−⋅−

=  

1
3

3

3

)1)1(3(

a

)xaxab(
x 4

3
4

3

22

)0(

323

)0(

1212)1(

2 ==
⋅−⋅−−

=
⋅−⋅−

=  

9375.0
16

15

44

))2(13(

a

)xaxab(
x 4

15
4

3
4

3

33

)0(

232

)0(

1313)1(

3 ===
⋅−−⋅−

=
⋅−⋅−

=  

 

 

2
ος

 Κύκλος 

 

1
2

2

2

)0113(

a

)xaxab(
x 16

15

11

)1(

313

)1(

2121)2(

1 ==
⋅−⋅−

=
⋅−⋅−

=  

0625.1
16

17

33

)1)1(3(

a

)xaxab(
x 16

51
16

15
8

9

22

)1(

323

)1(

1212)2(

2 ===
⋅−⋅−−

=
⋅−⋅−

=  

96875.0
32

31

44

)1)2()1(3(

a

)xaxab(
x 8

31
8

9

33

)1(

332

)1(

1313)2(

3 ===
⋅−−⋅−−

=
⋅−⋅−

=  
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Κεφάλαιο 6 – Ανιούσες ∆ιαφορές 

 
 

Άσκηση 1  

 

• Να κατασκευαστεί ο πίνακας των προς τα εµπρός διαφορών για τις παρακάτω τιµές : 

 

x -4 -1 0 1 4 

f(x) -3 2 3 0 4 

 

Απάντηση 

 

• Ο πίνακας των προς τα εµπρός διαφορών θα έχει τη µορφή : 

 

 x �(�) 1
ες

 διαφορές 2
ες

 διαφορές 3
ες

 διαφορές 4
ες

 διαφορές 

 

-4 -3 

   5 

-1  2   -4 

   1    0 

 0  3   -4    11 

  -3              11 

 1  0    7 

   4 

 4  4 

 

 

Άσκηση 2  

 

• Να κατασκευαστεί ο πίνακας των προς τα εµπρός διαφορών για τις τιµές της συναρτήσεως 

1x)x(P
2 −=  στα σηµεία .2)2.0(1x =   και να δειχθεί ότι οι διαφορές δεύτερης τάξης θα 

είναι ίσες µε 2

0 h!np ⋅⋅ , ενώ οι διαφορές τρίτης και ανώτερης τάξης θα είναι ίσες µε µηδέν. 

 

Απάντηση 

 

x 1x)x(P
2 −=  ∆ιαφορές ∆ιαφορές ∆ιαφορές 

   1
ης  
Τάξης 2

ης  
Τάξης 3

ης  
Τάξης 

1.0 0.00 

       0.44 

1.2 0.44       0.08  

       0.52          0 

1.4 0.96       0.08 

       0.60          0 

1.6 1.56       0.08 

       0.68          0 

1.8 2.24       0.08 

       0.76 

2.0 3.00 
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• Αφού η συνάρτηση είναι πολυώνυµο δευτέρου βαθµού  ( 2n = ) οι διαφορές δεύτερης τάξης 

θα είναι σταθερές και ίσες µε 08.004.02)2.0(!21h!np
22

0 =⋅=⋅⋅=⋅⋅ , ενώ οι διαφορές 

τρίτης και ανώτερης τάξης θα είναι ίσες µε µηδέν. 

 

 

 

Άσκηση 3 

 

• Να κατασκευαστεί πίνακας διαφορών για την εύρεση του σφάλµατος που υπάρχει σε µια από 

τις τιµές της συνάρτησης f(x), που δίνεται από τον παρακάτω πίνακα τιµών, όταν είναι 

γνωστό ότι αυτή είναι πολυώνυµο τρίτου βαθµού και να διορθωθεί η αντίστοιχη τιµή της. 

 

x    1       2       3       4       5       6        7        8         9        

f(x)  -9    -32    -63    -96 -124  -144  -147   -128      -81       

 

Απάντηση 

 

• Ο πίνακας των προς τα εµπρός διαφορών θα έχει τη µορφή : 

 

 

 x   )x(f             ∆            2∆       3∆               4∆         7∆   

 

  1    -9      

            -23           

  2   -32                             -8     

            -31                    6             

  3   -63                             -2             1      

            -33         7                               

  4   -96                             5            -4   

              -28                    3                      

  5 -124                          8                                  6      

             -20                     9           

  6 -144                          17            -4  

                -3         5 

  7 -147                        22                1    

            19                    6         

  8 -128                         28          

          47        

  9 -81                    

 

 

Στον παραπάνω πίνακα θα έπρεπε οι τέταρτες διαφορές ∆
4
f(x) να ήταν ίσες µε µηδέν, αφού η f(x) 

είναι πολυώνυµο τρίτου βαθµού και είναι πινακοποιηµένη σε σηµεία που ισαπέχουν. Εποµένως οι 

τέταρτες διαφορές που δεν είναι ίσες µε µηδέν θα πρέπει να είναι ίσες µε τα γινόµενα του 

σφάλµατος ε επί τους αντίστοιχους διωνυµικούς συντελεστές (1, -4, 6, -4, 1). Η τιµή 1 που 

εµφανίζεται στο κάτω µέρος του Πίνακα ∆ιαφορών 4
ης

 τάξης είναι η τιµή της διαφοράς 

∆
4
f(5)+ε=0+ε=1, επειδή στην τιµή f(5) υπάρχει σφάλµα ίσον µε  ε = 1. Άρα η αντίστοιχη 

διορθωµένη τιµή της συνάρτησης θα είναι 1251124124)5(f −=−−=−−= ε . 
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Άσκηση 4 

 

• Να κατασκευαστεί ο πίνακας των προς τα εµπρός διαφορών για τις τιµές της συνάρτησης 

1x)x(P
2 −=  στα σηµεία 2)2.0(1x =  στρογγυλευµένες σε ένα δ.ψ. Να βρεθεί ένα φράγµα 

για το απόλυτο σφάλµα στις τρίτες διαφορές της συνάρτησης που προέρχεται από τα 

σφάλµατα στρογγυλοποίησης στις τιµές της  : 

 

Απάντηση 

 

• Ο πίνακας των προς τα εµπρός διαφορών θα έχει τη µορφή : 

 

x 1x)x(P
2 −≈  ∆ιαφορές ∆ιαφορές ∆ιαφορές 

   1
ης  
Τάξης 2

ης  
Τάξης 3

ης  
Τάξης 

1.0 0.0 

       0.4 

1.2 0.4       0.2  

       0.6          -0.2 

1.4 1.0       0.0 

       0.6           0.0 

1.6 1.6       0.0 

       0.6           0.2 

1.8 2.2       0.2 

       0.8 

2.0 3.0 

 

 

Τα σφάλµατα στρογγυλοποίησης που υπάρχουν στις πινακοποιηµένες τιµές της συνάρτησης 

θα ικανοποιούν τη σχέση 1k)0(

n 10
2

1
10

2

1
|| −− ⋅=⋅≤ε . Εποµένως για τα σφάλµατα στις τρίτες 

διαφορές ( 3m = )  της συνάρτησης θα ισχύει : 

 

25.0102102||
113k1m)3(

n =⋅=⋅≤ −−−−ε  

 

Εποµένως ένα απόλυτο φράγµα για τα σφάλµατα αυτά είναι ο αριθµός 25.0 . 

 

Η συνάρτηση 2
x)x(P)x(f ==  είναι πολυώνυµο δευτέρου βαθµού εποµένως θα έπρεπε οι 

δεύτερες διαφορές 
n

2
f∆  να ήταν σταθερές και οι τρίτες 

n

3
f∆  ίσες µε µηδέν. Επειδή όµως 

υπάρχουν τα σφάλµατα στρογγυλοποίησης στις τιµές της συνάρτησης οι τρίτες διαφορές θα είναι 

ίσες µε: 

 
(3)

n

(3)

n

(3)

nn

3*

n

3 0ff εεε∆∆ =+=+= . 

 

δηλαδή οι τρίτες διαφορές αποτελούν σφάλµατα και µόνο που προέρχονται από τα σφάλµατα 

στρογγυλοποίησης στις τιµές της συνάρτησης. Εποµένως θα πρέπει αυτά να φράζονται απόλυτα 

από τον αριθµό 25.0 . Πραγµατικά ισχύει: 

 

25.02.0,2.0 ≤−  
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Άσκηση 5 

 

• Να αποδειχθεί ότι οι τελεστές ∆ και ∇ αντιµετατίθενται στη πράξη του πολλαπλασιασµού. 

 

Απάντηση 

 

h)-f(x  f(x) - f(x)-h)+f(x  = h))-f(x-∆f(x)= h))-f(x-∆(f(x) = f(x)∆ +∇⋅ ∆  

 

και 

 

h)-f(x  f(x) - f(x) - h)+f(x f(x) - h)+f(x  = f(x)) - h)+(f(x  = ∆f(x) +=∇∇∇⋅∇  
 

άρα  

 

∆ = ∆ ⋅∇∇⋅  

 

 

 

 

Άσκηση 6 

 

• Να αποδειχθεί ότι 3n

3

n

3 ff +∇=∆  

 

Απάντηση 

 

=+−−=−=−=−== ++++++ )ffff()ff())ff(()ff()f(f n1n1n2nn1nn1nn1n

2

n

2

n

3 ∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆

n1n2n3nn1n1n2n2n3nn1n2n ff3f3ffff2f2ffff2f −⋅+⋅−=−+⋅+⋅−−=+⋅−= ++++++++++ ∆∆∆
 

=∇−∇∇=−∇∇=−∇=∇∇=∇ ++++++++ )ff())ff(()ff()f(f 2n3n2n3n2n3n

2

3n

2

3n

3

=∇+∇⋅−∇=+−−∇= +++++++ 1n2n3n1n2n2n3n ff2f)ffff(

n1n1n2n2n3n1n2n3n1n2n2n3n fff2f2ffff2f)ffff( −+⋅+⋅−−=∇+∇⋅−∇=+−−∇= ++++++++++++

n1n2n3n ff3f3f −⋅+⋅−= +++

  

 

 

Άσκηση 7 

 

• Να αποδειχθεί ότι x2hx2
)1()(∆ ααα ⋅−=  

 

Απάντηση 

 

=+−−=−=−== +++++ xhxhxh2xxhxxhxxx2
)()()( ααααα∆α∆αα∆α∆∆α∆  

2hxhh2xxhxh2x
)1()12(2 −⋅=+⋅−⋅=+⋅−= ++ αααααααα  
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Κεφάλαιο 7 - Παρεµβολή 

 
 

Άσκηση 1  

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης x
e)x(f =  : 

 

x 3.50          3.55            3.60 

f(x) 33.115     34.813        36.598  

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – 

Gregory να βρεθεί πολυώνυµο παρεµβολής πρώτου βαθµού της  f(x) και να βρεθεί το f(3.57). 

 

Απάντηση 

 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα διαφορών της συνάρτησης µέχρι τη στήλη των πρώτων διαφορών. 

 

x      f(x)        ∆    

 
3.50             33.115       

1.698 

3.55               34.813            

1.785 

3.60   36.598    

 

Χρησιµοποιώντας τώρα τον τύπο των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory µε xo ίσο 

µε 3.50, οπότε )55.3x(20
05.0

3.55-x

h

x-x o −⋅===θ , θα έχουµε  

 

922.91x7.35785.1
1

)55.3x(20
813.34f

1
f)x(f oo −⋅=⋅







 −⋅
+=⋅








+= ∆

θ
 

527.35922.9157.37.35922.91x7.35)57.3(f =−⋅=−⋅=  

 

 

 

Άσκηση 2 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x -1      0     1     2     3 

f(x) -2    -1     0     1    2     

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – 

Gregory να βρεθεί η f(x) µε την προϋπόθεση ότι αυτή είναι πολυώνυµο πρώτου βαθµού και 

να βρεθεί το f(1.5). 

 

Απάντηση 

 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα διαφορών της συνάρτησης µέχρι τη στήλη των πρώτων διαφορών (οι 

δεύτερες διαφορές θα είναι µηδέν). 
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x f(x)       ∆    

 
-1   -2  

1 

0  -1    

1 

1   0    

1 

2  1    

1 

3  2 

 

Χρησιµοποιώντας τώρα τον τύπο των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory µε xo ίσο 

µε -1, οπότε 1x
1

(-1)-x

h

x-x o +===θ , θα έχουµε  

 

( )
( )

1x1
!11x!1

!1x
21

1

1x
2f

1
f)x(f oo −=⋅

−+⋅
+

+−=⋅






 +
+−=⋅








+= ∆

θ
 

 

Για 5.1x =  θα έχουµε 5.2
1

(-1)-1.5

h

x-x o ===θ  και 

5.015.22f
1

5.2
f)5.1(f oo =⋅+−=⋅








+= ∆  

 

Άσκηση 3 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x -1    0     1     2     3 

f(x) 0    -1     0     3    8     

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – 

Gregory να βρεθεί η f(x) µε την προϋπόθεση ότι αυτή είναι πολυώνυµο δευτέρου βαθµού. 

 

Απάντηση 

 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα διαφορών της συνάρτησης µέχρι τη στήλη των δεύτερων διαφορών 

(οι τρίτες διαφορές θα είναι µηδέν). 

 

x f(x)       ∆  ∆
2
  

 
-1   0  

-1 

0  -1   2 

 1 

1   0   2 

 3 

2   3   2 

5 

3  8 
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Χρησιµοποιώντας τώρα τον τύπο των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory µε xo ίσο 

µε -1, οπότε 1x
1

(-1)-x

h

x-x o +===θ , θα έχουµε  

 

( )
( )

( )
( )

( )

1xxx1x0

2
2

)1x(x
1x02

!21x!2

!1x
)1(

!11x!1

!1x
0

2
2

1x
)1(

1

1x
0f

2
f

1
f)x(f

22

o

2

oo

−=++−−=

⋅
+⋅

++−=⋅
−+⋅

+
+−⋅

−+⋅
+

+=

⋅






 +
+−⋅







 +
+=⋅








+⋅








+= ∆

θ
∆

θ

 

 

 

 

Άσκηση 4 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x -1     0     1     2      3 

f(x) -2     -1     0     7    26    

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – 

Gregory να βρεθεί η f(x) µε την προϋπόθεση ότι αυτή είναι πολυώνυµο τρίτου βαθµού. 

 

Απάντηση 

 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα διαφορών της συνάρτησης µέχρι τη στήλη των τρίτων διαφορών (οι 

τέταρτες διαφορές θα είναι µηδέν). 

 

x f(x)       ∆   ∆
2             

 ∆
3
 

-1  -2  

 1 

0  -1    0 

 1            6 

1   0    6 

7            6 

2   7   12 

    19 

3 26 

 

Χρησιµοποιώντας τώρα τον τύπο των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory µε xo ίσο 

µε -1, οπότε 1x
1

(-1)-x

h

x-x o +===θ , θα έχουµε  

 

( ) ( ) ( )
1xxx1x26

6

1xx1x
1x2

6
3

1x
0

2

1x
1

1

1x
2f

3
f

2
f

1
f)x(f

33

o

3

o

2

oo

−=−+++−=⋅
−⋅⋅+

+++−=

⋅






 +
+⋅







 +
+⋅







 +
+−=⋅








+⋅








+⋅








+= ∆

θ
∆

θ
∆

θ
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Άσκηση 5 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x -1     0      1     2     3 

f(x) -2   - 1     0     7    26    

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory να 

βρεθεί η f(1.5) µε προσέγγιση τριών δ.ψ. 

 

Απάντηση 

 

Χρησιµοποιούµε τον πίνακα διαφορών της Άσκησης 4 και έστω xo η πρώτη τιµή της ανεξάρτητης 

µεταβλητής. Έτσι έχουµε xo = 0 και 5.2
1

)1(5.1

h

x-x o =
−−

==θ . Για την εύρεση του  f(1.5) θα 

χρησιµοποιηθεί ο τύπος της Άσκησης 4, οπότε αντικαθιστώντας θα έχουµε : 

 

( ) ( ) ( )
375.2875.105.226

6

25.215.25.2
0

2

15.25.2
1

1

5.2
2

6
3

5.2
0

2

5.2
1

1

5.2
2f

3
f

2
f

1
f)5.1(f o

3

o

2

oo

=+++−=⋅
−⋅−⋅

+⋅
−⋅

+⋅+−=

⋅







+⋅








+⋅








+−=⋅








+⋅








+⋅








+= ∆

θ
∆

θ
∆

θ

 

 

 

Άσκηση 6 

 

• Να υπολογισθεί το άθροισµα n...21iS
n

1i

n +++== ∑
=

 χρησιµοποιώντας τον τύπο 

παρεµβολής των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory. 

 

Απάντηση 

 

( ) ( ) 1nn...21)1n(...21iiSSS
n

1i

1n

1i

n1nn +=+++−++++=−=−= ∑∑
=

+

=
+∆  

1)1n()2n()1n()S(S nn

2 =+−+=+== ∆∆∆∆  

 

Αφού οι δεύτερες διαφορές είναι σταθερές, το πολυώνυµο παρεµβολής θα είναι δευτέρου βαθµού. 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα διαφορών για τις 4 πρώτες τιµές : 

 

1iS
1

1i

1 == ∑
=

, 

 321iS
2

1i

2 =+== ∑
=

 

 6321iS
3

1i

3 =++== ∑
=

 

104321iS
3

1i

4 =+++== ∑
=
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 xi           Si           ∆    ∆
2 

  ∆
3
 

1    1  

            2 

2   3      1 

         3     0 

3   6              1 

      4 

4 10       

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory µε xo ίσο µε 1, 

οπότε 1n
1

1-n

h

x-n o −===θ , θα έχουµε  

 

1
2

1n
2

1

1n
1f

2
f

1
fS o

2

oon ⋅






 −
+⋅







 −
+=⋅








+⋅








+= ∆

θ
∆

θ
 

1
2

)2n()1n(
2)1n(1 ⋅

−⋅−
+⋅−+=

2

)1n(n +⋅
=  

 

 

Άσκηση 7 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης x
e)x(f =  : 

 

x 3.50          3.55            3.60 

f(x) 33.115     34.813        36.598  

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα πίσω διαφορών των Newton – Gregory 

να βρεθεί πολυώνυµο παρεµβολής πρώτου βαθµού της  f(x) και να βρεθεί το f(3.57). 

 

Απάντηση 

 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα διαφορών της συνάρτησης µέχρι τη στήλη των πρώτων διαφορών. 

 

x      f(x)        ∇    

 
3.50             33.115       

1.698 

3.55               34.813            

1.785 

3.60    36.598    

 

Χρησιµοποιώντας τώρα τον τύπο των προς τα πίσω διαφορών των Newton – Gregory µε xo ίσο µε 

3.60, οπότε )x6.3(20
05.0

x-3.6

h

x-xo −⋅===θ , θα έχουµε  

 

922.91x7.35785.1
1

)x6.3(20
598.36f

1
f)x(f oo −⋅=⋅







 −⋅
−=∇⋅








−=

θ
 

527.35922.9157.37.35922.91x7.35)57.3(f =−⋅=−⋅=  
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Άσκηση 8 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x -1    0     1     2     3 

f(x) -2   -1    0    1      2     

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα πίσω διαφορών των Newton – Gregory 

να βρεθεί η f(x) µε την προϋπόθεση ότι αυτή είναι πολυώνυµο πρώτου βαθµού. 

 

Απάντηση 

 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα διαφορών της συνάρτησης µέχρι τη στήλη των πρώτων διαφορών (οι 

δεύτερες διαφορές θα είναι µηδέν). 

 

x f(x)       ∇     

 
 

-1 -2  

1 

0  -1    

1 

1   0    

1 

2   1    

1 

3   2 

 

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο των προς τα πίσω διαφορών των Newton – Gregory µε xo ίσο µε 3, 

οπότε x3
1

x-3

h

x-x0 −===θ , θα έχουµε  

 

1x)3x(21
1

x3
2f

1
f)x(f oo −=−+=⋅







 −
−=∇⋅








−=

θ
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Άσκηση 9 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x -1    0     1     2     3 

f(x) 0    -1    0     3     8     

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα πίσω διαφορών των Newton – Gregory 

να βρεθεί η f(x) µε την προϋπόθεση ότι αυτή είναι πολυώνυµο δευτέρου βαθµού. 

 

Απάντηση 

 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα διαφορών της συνάρτησης µέχρι τη στήλη των δεύτερων διαφορών 

(οι τρίτες διαφορές θα είναι µηδέν). 

 

x f(x)       ∇   
2∇   

 
-1  0  

-1 

0  -1   2 

1 

1   0   2 

3 

2   3   2 

5 

3  8 

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο των προς τα πίσω διαφορών των Newton – Gregory µε xo ίσο µε 3, 

οπότε x3
1

x-3

h

x-x0 −===θ , θα έχουµε  

( )

1x6x5x15x58

2
2

)x2()x3(
x358

2
2

x3
5

1

x3
8f

2
f

1
f)x(f

22

o

2

oo

−=+⋅−+−⋅+=

⋅
−⋅−

+−⋅−=

⋅






 −
+⋅







 −
−=∇⋅








+∇⋅








−=

θθ

 

 

 

 

 

 

Άσκηση 10 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x -1     0     1     2     3 

f(x) -2    -1    0     7    26    

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα πίσω διαφορών των Newton – Gregory 

να βρεθεί η f(x) µε την προϋπόθεση ότι αυτή είναι πολυώνυµο τρίτου βαθµού. 
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Απάντηση 

 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα διαφορών της συνάρτησης µέχρι τη στήλη των τρίτων διαφορών (οι 

τέταρτες διαφορές θα είναι µηδέν). 

 

x f(x)       ∇    
2∇         

      
3∇  

 

-1 -2  

1 

0  -1    0 

1            6 

1   0    6 

7            6 

2   7   12 

    19 

3 26 

Χρησιµοποιώντας τώρα τον τύπο των προς τα πίσω διαφορών των Newton – Gregory µε xo ίσο µε 

3, οπότε x3
1

x-3

h

x-x0 −===θ , θα έχουµε  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1x6

6

x1x2x3
12

2

x2x3
19x326

6
3

x3
12

2

x3
19

1

x3
26f

3
f

2
f

1
f)x(f

3

o

3

o

2

oo

−=⋅
−⋅−⋅−

−⋅
−⋅−

+⋅−−=

⋅






 −
−⋅







 −
+⋅







 −
−=∇⋅








−∇⋅








+∇⋅








−=

θθθ

 

 

 

Άσκηση 11 

 

• ∆ίνεται ο πίνακας τιµών της συνάρτησης 3
x)x(f = , 5.1)1.0(1x = . Χρησιµοποιώντας τον 

τύπο παρεµβολής των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory να βρεθεί το πλήθος 

όρων που θα χρησιµοποιηθούν για την εύρεση της τιµής )25.1(f  µε ακρίβεια 3 δ.ψ.. 

 

Απάντηση 

 

Ο πίνακας διαφορών θα είναι : 

 

x        f(x)   ∆         ∆
2             

       ∆
3
 

1    1.000  

 0.331 

1.1    1.331   0.066 

 0.397           0.006 

1.2   1.728    0.072 

0.469           0.006          

1.3   2.197    0.078 

      0.547           0.006 

1.4  2.744   0.084 

        0.631 

1.5  3.375 
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Χρησιµοποιώντας τον τύπο των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory µε xo ίσο µε 1.2, 

οπότε 5.0
1.0

1.2-1.25

h

x-x o ===θ , θα έχουµε  

 

( ) 004.0104fmax066.0f(1.2)f 3

0

22

o

2 =⋅=>== −∆∆∆  

( ) 008.0108fmax006.0f(1.2)f 3

0

33

o

3 =⋅=<== −∆∆∆  

 

Άρα µπορούν να χρησιµοποιηθούν οι διαφορές µέχρι το πολύ δευτέρου βαθµού, οπότε θα έχουµε : 

 

( ) ( )
95275.1078.0

2

15.05.0
469.05.0728.1

078.0
2

5.0
469.0

1

5.0
728.1f

2
f

1
f)25.1(f o

2

oo

*

=⋅
−⋅

+⋅+=

⋅







+⋅








+=⋅








+⋅








+= ∆

θ
∆

θ

 

 

Αν αντικαταστήσουµε στην 3
x)x(f =  το 1.25 θα έχουµε : 

 

953125.1)25.1()25.1(f
3 ==  

 

και 

 

0005.010
2

1
10

2

1
000375.0953125.195275.1)25.1(f)25.1(f 3k* =⋅=⋅≤=−=−= −−ε  

 

 

Άσκηση 12 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x -1    0     1     2     

f(x) 0     1     2     9        

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής Lagrange να βρεθεί η f(0.5) µε προσέγγιση τριών δ.ψ. 

 

 

Απάντηση 

 

Θα έχουµε 1xo −= , 0x1 = , 1x2 = , 2x3 =  , 5.0x =  και 

∑
=

⋅==
3

0i

ii3 f)x(L)x(P)x(f  

 

Αλλά 

00
)xx()xx()xx(

)xx()xx()xx(
f)5.0(L

302010

321
oo =⋅

−⋅−⋅−

−⋅−⋅−
=⋅   

 

9375.01
)2()1()1(

)5.2()5.0()5.1(
1

)xx()xx()xx(

)xx()xx()xx(
f)5.0(L

312101

320
11 =⋅

−⋅−⋅
−⋅−⋅

=⋅
−⋅−⋅−

−⋅−⋅−
=⋅   
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125.12
)1()1()2(

)5.1()5.0()5.1(
2

)xx()xx()xx(

)xx()xx()xx(
f)5.0(L

321202

310
22 =⋅

−⋅⋅
−⋅⋅

=⋅
−⋅−⋅−

−⋅−⋅−
=⋅  

5625.09
)1()2()3(

)5.0()5.0()5.1(
9

)xx()xx()xx(

)xx()xx()xx(
f)5.0(L

231303

210
33 −=⋅

⋅⋅
−⋅⋅

=⋅
−⋅−⋅−

−⋅−⋅−
=⋅  

 

οπότε 

 

 

5.1)5.0(f =  

 

 

 

 

Άσκηση 13 

 

• Χρησιµοποιώντας κατάλληλο τύπο παρεµβολής να βρεθεί πολυώνυµο δευτέρου βαθµού, το 

πολύ, που να ταυτίζεται στα σηµεία x = -1, 0, 2 µε τη συνάρτηση 1x)x(f
3 −= . 

 

Απάντηση 

 

Από τους τύπους παρεµβολής µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µόνο τον τύπο παρεµβολής του 

Lagrange, αφού τα σηµεία παρεµβολής δεν ισαπέχουν. Αν  1xo −= , 0x1 = , 2x2 = , θα  έχουµε 

2fo −= , 1f1 −= , 7f 2 = . Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής του Lagrange βρίσκουµε 

 

=⋅
−⋅−

−⋅−
+⋅

−⋅−

−⋅−
+⋅

−⋅−

−⋅−
=≈ 2

12o2

1o
1

21o1

2o
o

2o1o

21
2 f

)xx()xx(

)xx()xx(
f

)xx()xx(

)xx()xx(
f

)xx()xx(

)xx()xx(
)x(P)x(f  

=⋅
−⋅−−
−⋅−−

+−⋅
−⋅−−
−⋅−−

+−⋅
−−⋅−−

−⋅−
= 7

)02())1(2(

)0x())1(x(
1

)20())1(0(

)2x())1(x(
2

)21()01(

)2x()0x(
 

 

1x2x
6

x)1x(7

2

)2x()1x(

3

)2x(x2 2 −⋅+=
⋅+⋅

+
−⋅+

+
−⋅⋅

−=  

 

που είναι το ζητούµενο πολυώνυµο. 

 

 

 

 

Άσκηση 14 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x 1       2         3     

f(x) 1       8       27        

 

Να βρεθεί ένα απόλυτο φράγµα για το σφάλµα αποκοπής, κατά την εύρεση της τιµής του 

πολυωνύµου παρεµβολής του Lagrange, που ορίζεται από τα σηµεία 1xo = , 2x1 = , 3x2 =  και 

προσεγγίζει τη συνάρτηση 3
xf(x) =  στο σηµείο 5.2x =  
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Απάντηση 

 

Θα έχουµε 3
xf(x) = ,  2'

x3(x)f ⋅=  , x6(x)f
'' ⋅=  και 6(x)f

''' =   

 

οπότε 

=
+

⋅−⋅−⋅−=
+

⋅−==
+

=
+ ∏

1)!(2

)(f
)xx()xx()xx(

1)!(n

)(f
)xx()5.2(R)5.2(R

'''

210

)1n(n

0i

i31n

ξξ
 

375.0
6

6
)35.2()25.2()15.2( −=⋅−⋅−⋅−=  

 

Το Πολυώνυµο παρεµβολής του Lagrange θα είναι : 

 

 ∑
=

⋅=
2

0i

ii2 f)5.2(L)5.2(P  

 

Αλλά 

 

125.01
)31()21(

)35.2()25.2(
f

)xx()xx(

)xx()xx(
f)5.2(L o

2010

21

oo −=⋅
−⋅−

−⋅−
=⋅

−⋅−

−⋅−
=⋅   

 

68
)32()12(

)35.2()15.2(
f

)xx()xx(

)xx()xx(
f)5.2(L 1

2101

20

11 =⋅
−⋅−
−⋅−

=⋅
−⋅−

−⋅−
=⋅   

 

125.1027
)23()13(

)25.2()15.2(
f

)xx()xx(

)xx()xx(
f)5.2(L 2

1202

10

22 =⋅
−⋅−

−⋅−
=⋅

−⋅−

−⋅−
=⋅  

 

οπότε 

 

16125.106125.0)5.2(P2 =++−=  

 

και 

 

625.15375.016)5.2(R)5.2(P)5.2(f 32 =−=+=  

 

που είναι ίσο µε το 625.15
8

125

2

5
f(2.5)

3

==






=  

 


