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Εισαγωγή 

 

1.1  Τι είναι η Αριθµητική Ανάλυση 

 
 Οι  σηµειώσεις  αυτές έχουν σαν στόχο να εισάγουν τους Φοιτητές του Γ’ Εξαµήνου του 

Τµήµατος Πληροφορικής του ΤΕΙ Θεσσαλονίκης στις Αριθµητικές Μεθόδους και τις Τεχνικές 

Επίλυσης Μαθηµατικών προβληµάτων, γνωστές σαν Αριθµητική Ανάλυση. Οι µέθοδοί της 

εφαρµόζονται σε πολλούς επιστηµονικούς τοµείς, όπως η Στατιστική, η Μηχανική, η 

Μετεωρολογία, η Επεξεργασία Σήµατος, η Επεξεργασία Εικόνας, Υπολογισµός Συχνότητας 

Θορύβου σε Σήµατα, Σχεδιασµός Φίλτρων κ.λ.π.. 

 Η Αριθµητική Ανάλυση, σαν Κλάδος των Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών αναπτύχθηκε σε 

µεγάλο βαθµό µετά το 2
ο
 Παγκόσµιο Πόλεµο, παράλληλα µε την ανάπτυξη των Η/Υ. Έχει όµως τις 

ρίζες της στην αρχαιότητα. Εκτός από τους Βαβυλώνιους και τους Αιγύπτιους, µεταξύ των 

Ελλήνων που ανέπτυξαν µεθόδους Αριθµητικής Ανάλυσης  ήταν ο Αρχιµήδης (220 π.Χ.) που µε τη 

µέθοδο των Προσεγγίσεων βρήκε τιµή για το π µεταξύ του 
71

10
3  και 

7

1
3  και ο Ήρωνας (100 π.Χ.) 

που βρήκε την Τετραγωνική Ρίζα ενός αριθµού a  µε τον Επαναληπτικό Τύπο 







+=+

n

n1n
x

a
x

2

1
x , 

ο οποίος είναι µερική περίπτωση της µεθόδου Newton-Raphson που βρέθηκε µετά 18 αιώνες. 

 Όπως είναι γνωστό, οι µαθηµατικές δυνατότητες των Η/Υ εξαντλούνται στις τέσσερις 

βασικές πράξεις της αριθµητικής : πρόσθεση, αφαίρεση ( συµπλήρωµα της πρόσθεσης ), 

πολλαπλασιασµό και διαίρεση ( διαδοχικές προσθέσεις κι αφαιρέσεις ). Οι ταχύτητες εκτέλεσης 

αυτών των πράξεων είναι τροµακτικά υψηλές, τα προβλήµατα όµως που συναντούµε περιέχουν και 

άλλες πράξεις, όπως εύρεση λογαρίθµων, παραγώγων, ολοκληρωµάτων, ριζών κ.λ.π. που δεν 

µπορούν να γίνουν άµεσα µε έναν Η/Υ. Σκοπός της Α.Α. είναι η ανάπτυξη µεθόδων για τη 
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µετατροπή Μαθηµατικών προβληµάτων σε ισοδύναµα, τα οποία περιέχουν µόνο τις τέσσερις 

πράξεις της Αριθµητικής, απαιτούν όσο το δυνατόν λιγότερες πράξεις και που είναι άµεσα 

υλοποιήσιµα σε έναν Η/Υ. Ένας ορισµός της Α.Α. θα µπορούσε να είναι : 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.1 : Αριθµητική Ανάλυση είναι ο κλάδος των σύγχρονων Εφαρµοσµένων 

Μαθηµατικών που ασχολείται µε την Ανάπτυξη και την κατασκευή 

αριθµητικών µεθόδων για την εύρεση αριθµητικών αποτελεσµάτων από 

αριθµητικά δεδοµένα.   

  

 

Παρατηρήσεις 
 

� Η χρησιµοποίηση και η αξιοποίηση των µεγάλων δυνατοτήτων των Ηλεκτρονικών 

Υπολογιστών θα ήταν πολύ περιορισµένη χωρίς τη γνώση των µεθόδων του Αριθµητικού 

Προσεγγιστικού Λογισµού. 

 

� Η µεθοδολογία για την επίλυση ενός προβλήµατος µε τη βοήθεια της Αριθµητικής Ανάλυσης 

επιδιώκει : 

 

1. Την ανεύρεση της πιο πρόσφορης µεθόδου µε την οποία εξασφαλίζεται η λύση. 

2. Την επαλήθευση για να δειχτεί ότι, η µέθοδος συγκλίνει στη λύση του συγκεκριµένου 

προβλήµατος. 

3. Τον έλεγχο της ταχύτητας µε την οποία συγκλίνει η µέθοδος. 

4. Την εύρεση του σφάλµατος που έγινε κατά την εκτέλεση των υπολογισµών αυτών. 

         

� Την ανάπτυξη των Μεθόδων θα ακολουθούν πολλά παραδείγµατα και υποδειγµατικοί 

αλγόριθµοι, για την υλοποίησή τους σε Ηλεκτρονικό Υπολογιστή. Στο Εργαστηριακό Μέρος 

του Μαθήµατος χρησιµοποιείται η γλώσσα προγραµµατισµού C. 
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Ακρίβεια 

Υπολογισµών -  

Σφάλµατα  

 
Σφάλµατα 

Σφάλµατα στους Υπολογισµούς 

Παράσταση Αριθµών στον Η/Υ 

Μετάδοση Σφαλµάτων στους Υπολογισµούς 
 

2.1  Σφάλµατα 

   

 Όπως έχει ήδη αναφερθεί, ένας από τους βασικούς κανόνες που πρέπει να ακολουθείται κατά 

την επίλυση των προβληµάτων της Αριθµητικής  Ανάλυσης, είναι ο προσδιορισµός του Σφάλµατος 

που γίνεται κατά τη µετατροπή των Μαθηµατικών προβληµάτων στα ισοδύναµά τους, των 

τεσσάρων πράξεων της Αριθµητικής. Πρέπει εδώ να σηµειωθεί, ότι η παραγωγή του σφάλµατος 

είναι αναπόφευκτη, αφού η µετατροπή γίνεται προσεγγιστικά. Τι είναι όµως σφάλµα; 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1 : Σφάλµα είναι η διαφορά της αληθινής τιµής ενός αριθµού από την προσεγγιστική 

του τιµή. Έτσι, αν *x  είναι η προσεγγιστική τιµή και x  η ακριβής ή αληθινή τιµή 

ενός αριθµού, τότε το Σφάλµα δίνεται από τη σχέση:  

 

    xx* −=ε  

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.2 : Η αντίθετη ποσότητα του σφάλµατος ονοµάζεται ∆ιόρθωση και δίνεται από τη 

σχέση : 

 

    *xxr −=  

     

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.3 : Η απόλυτη τιµή του σφάλµατος ονοµάζεται Απόλυτο Σφάλµα και ορίζεται από τη 

σχέση : 

 

   xx* −=ε  
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Παράδειγµα 2.1 

 

• Η ακριβής τιµή ενός αριθµού είναι 2x = , και η προσεγγιστική του τιµή ( η τιµή που 

µετρήθηκε ) είναι 1x* = . Να βρεθεί το Σφάλµα και  το Απόλυτο Σφάλµα του x . 

 

Απάντηση 

 

Σφάλµα  :     xx* −=ε 121 −=−=  

Απόλυτο Σφάλµα :   xx
* −=ε 11 =−=  

 

 

Παράδειγµα 2.2 

 

• Η ακριβής τιµή ενός αριθµού είναι 2000x = , και η προσεγγιστική του τιµή είναι 1999x* = . 

Να βρεθεί το Σφάλµα και το Απόλυτο Σφάλµα του x . 

 

 Απάντηση 

 

Σφάλµα  :     xx* −=ε 120001999 −=−=  

Απόλυτο Σφάλµα :   xx* −=ε 11 =−=  

 

 

Παρατήρηση 

 

� Όπως φαίνεται στα παραπάνω παραδείγµατα 2.1 και 2.2, το απόλυτο σφάλµα και στις δύο 

περιπτώσεις είναι το ίδιο. Στη δεύτερη όµως περίπτωση, η µέτρηση θεωρείται πιο ακριβής, 

γιατί υποσυνείδητα συσχετίζουµε το σφάλµα µε την ακριβή τιµή. Γι’ αυτό µια χρήσιµη έννοια 

είναι το Σχετικό Σφάλµα που ορίζεται ως εξής : 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.4 : Το πηλίκο του σφάλµατος δια του αριθµού x  ονοµάζεται Σχετικό Σφάλµα και 

ορίζεται από τη σχέση : 

 

    
*

**

x

xx

x

xx

x

−
≈

−
==

ε
εσ  

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.5 : Το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα ορίζεται από τη σχέση : 

 

    
*

**

x

xx

x

xx

x

−
≈

−
==

ε
εσ  
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Παράδειγµα 2.3 

 

• Η ακριβής τιµή ενός αριθµού είναι 0.2x = , και η προσεγγιστική του τιµή 999.1x* = . Να 

βρεθεί το Σφάλµα, το Απόλυτο Σφάλµα, το Σχετικό Σφάλµα, και το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα 

του αριθµού x . 

 

 Απάντηση 

 

Σφάλµα  :     xx* −=ε 001.00.2999.1 −=−=  

Απόλυτο Σφάλµα :  xx
* −=ε 001.0001.0 =−=  

Σχετικό Σφάλµα :   
x

ε
εσ = 0005.0

0.2

001.0
−=

−
=  

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα :  
x

ε
εσ = 0.0005

2.0

0.001
==  

 

Παρατηρήσεις 
 

� Όσο µικρότερο είναι το σχετικό σφάλµα, τόσο καλύτερη είναι η µέτρηση. 

 

� Για την προσεγγιστική τιµή *x  ( χρησιµοποιώντας τους Ορισµούς 2.1, 2.4 ) ισχύει η σχέση : 

 

 )1(x
x

1x
x

1
xxxx*

σε
ε

εε +⋅=






 +⋅=⋅⋅+=+=  

 

2.2 Σφάλµατα στους Υπολογισµούς 

 

 Κατά την εκτέλεση των αριθµητικών πράξεων ( υπολογισµών ), εκτός απ’ τα σφάλµατα των 

δεδοµένων ενός προβλήµατος που οφείλονται σε συστηµατικά ή τυχαία σφάλµατα των οργάνων 

µετρήσεως ή σε αµελητέες δυνάµεις στη διατύπωση του προβλήµατος, υπεισέρχονται σ' αυτές κι 

άλλα σφάλµατα. Σφάλµατα που οφείλονται στην επιλογή της αριθµητικής µεθόδου ( η οποία 

βρίσκει συνήθως µια προσέγγιση της λύσης ), στην αποθήκευση πραγµατικών – περιοδικών 

αριθµών στον Η/Υ και τη συσσώρευση σφαλµάτων, σαν αποτέλεσµα πράξεων. Τα σφάλµατα, 

γενικά, χωρίζονται σε δύο κατηγορίες: Τα Σφάλµατα Αποκοπής και τα Σφάλµατα 

Στρογγυλοποίησης. 

 

2.2.1  Σφάλµα Αποκοπής  

                                 

• Το σφάλµα αποκοπής συναντάται συνήθως στην αποθήκευση πραγµατικών – περιοδικών 

αριθµών στον Η/Υ και κατά τoν υπολογισµό σειρών, δηλαδή αθροίσµατος όρων, όπως π.χ. τον 

υπολογισµό του xe  : 

 

 ∑=
∞

=0i

i
x

!i

x
e  

 

Τα αθροίσµατα αυτά ( Σειρές ) περιέχουν άπειρο πλήθος όρων τους οποίους είναι αδύνατο να τους 

αθροίσουµε όλους. Έτσι, προσθέτουµε ένα ορισµένο πλήθος πρώτων όρων, αγνοώντας τους 
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υπόλοιπους. Το σφάλµα, στην περίπτωση αυτή, είναι : 

 

∑−=∑−∑=−=
∞

+=

∞

== 1ni

i

0i

i
n

0i

i
*

!i

x

!i

x

!i

x
xxε     

 
και ονοµάζεται  Σφάλµα Αποκοπής. 

 

 

2.2.2 Σφάλµα Στρογγυλοποίησης 

 

 Κατά την εκτέλεση των πράξεων, όταν αυτές εκτελούνται µε Η/Υ, δεν είναι δυνατό να 

χρησιµοποιηθούν αριθµοί µε πολύ µεγάλο πλήθος ψηφίων, γιατί είναι αδύνατη η αποθήκευσή τους 

στη Μνήµη του Η/Υ. Έτσι, οι πραγµατικοί αριθµοί αντικαθίστανται από άλλους, οι οποίοι έχουν 

λιγότερα ψηφία. Η διαδικασία αυτή ονοµάζεται Στρογγυλοποίηση και το σφάλµα που προκύπτει 

Σφάλµα Στρογγυλοποίησης. Η στρογγυλοποίηση δε γίνεται αυθαίρετα, αλλά ακολουθούνται 

κάποιοι κανόνες που σκοπό έχουν να ελαχιστοποιήσουν το σφάλµα της απόρριψης των ψηφίων. 

 

 

2.2.3 Στρογγυλοποίηση ∆εκαδικών Αριθµών µε Πολλά Ψηφία 

             

• Στη στρογγυλοποίηση ενός αριθµού σε k  δεκαδικά ψηφία, παραλείπουµε τα ψηφία από την 

1k +  θέση και µετά. Το ψηφίο της k  θέσης το αφήνουµε όπως είναι ή το αυξάνουµε κατά µια 

µονάδα, αν το µέρος που παραλείπεται είναι µεγαλύτερο από µισή µονάδα της k  δεκαδικής 

τάξης. Στην περίπτωση που το µέρος που παραλείπεται είναι ακριβώς µισή µονάδα της k  

δεκαδικής τάξεως, τότε, αν ο k  ψηφίο είναι άρτιο, το αφήνουµε ως έχει, διαφορετικά το 

αυξάνουµε κατά 1 . 

 

 

 

Παράδειγµα 2.4 

 

• Να στρογγυλοποιηθεί ο αριθµός 1415926535.3=π  σε 2,3,4,5,6,7,8,9  δεκαδικά ψηφία. 

 

Απάντηση 

 

1415926535.3=π 141592654.3=   στρογγυλοποίηση σε 9  δ.ψ. 

       14159265.3=   στρογγυλοποίηση σε 8  δ.ψ. 

    1415926.3=   στρογγυλοποίηση σε 7  δ.ψ. 

   141593.3=   στρογγυλοποίηση σε 6  δ.ψ. 

   14159.3=     στρογγυλοποίηση σε 5  δ.ψ. 

   1416.3=    στρογγυλοποίηση σε 4  δ.ψ. 

   142.3=    στρογγυλοποίηση σε 3  δ.ψ. 

   14.3=    στρογγυλοποίηση σε 2  δ.ψ. 

 

Παρατήρηση 

 

� Η στρογγυλοποίηση, ανάλογα µε τον τρόπο που γίνεται µπορεί να έχει διαφορετικά 

αποτελέσµατα, όπως φαίνεται στο επόµενο παράδειγµα : 
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Παράδειγµα 2.5 

 

• Να στρογγυλοποιηθεί ο αριθµός 1415926535.3=π  σε 7  δεκαδικά ψηφία. 

 

 Απάντηση 

 

1415926535.3=π 1415927.3≈  1415926.3≠  του Παραδείγµατος 2.4. 

 

 

 

Παράδειγµα 2.6 

 

• Να στρογγυλοποιηθεί ο αριθµός 385.0x =  σε 2  δεκαδικά ψηφία (δ. ψ.) 

  

 Απάντηση 

 

385.0x = 38.0≈  

 

 

Παράδειγµα 2.7 

 

• Να στρογγυλοποιηθεί ο αριθµός 375.0x =  σε 2  δεκαδικά ψηφία (δ. ψ.) 

  

 Απάντηση 

 

375.0x = 38.0≈  

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.6 : Κατά τη στρογγυλοποίηση ενός δεκαδικού αριθµού x  σε k  δεκαδικά ψηφία (δ. 

ψ.), για το απόλυτο σφάλµα στρογγυλοποίησης ε  ισχύει πάντοτε : 

 

    k* 10
2

1
xx −⋅≤−=ε  

 

 

Παράδειγµα 2.8 

 

• Να βρεθεί το απόλυτο και το µέγιστο απόλυτο σφάλµα στρογγυλοποίησης του αριθµού 

374.0x = σε 2k = δ. ψ. 

  

 Απάντηση 

 

k2* 10
2

1
10

2

1
005.0004.0004.0374.037.0xx −− ⋅=⋅=≤=−=−=−=ε . 
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Παράδειγµα 2.9 

 

• Να βρεθεί το απόλυτο και το µέγιστο απόλυτο σφάλµα στρογγυλοποίησης του αριθµού 

375.0x =  σε 2k =  δ.ψ. 

  

 Απάντηση 

 

k2* 10
2

1
10

2

1
005.0005.0375.038.0xx −− ⋅=⋅==−=−=−=ε . 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.7 : Οι αριθµοί x,x
*  συµφωνούν σε k  δεκαδικά ψηφία όταν ισχύει : 

 

   k* 10
2

1
xx −≤−  

 

 

 

Παράδειγµα 2.10 

 

• Να βρεθεί σε πόσα δ.ψ. συµφωνούν οι αριθµοί 000244.0x* =  και 000153.0x =  

  

 Απάντηση 

 

3* 10
2

1
0005.0000091.0000091.0000153.0000244.0xx −⋅=≤==−=−=ε  

 

άρα συµφωνούν σε 3  δεκαδικά ψηφία. 

 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.8 : Κατά τη στρογγυλοποίηση ( µε αποκοπή ) ενός δεκαδικού αριθµού x  σε k  

δεκαδικά ψηφία (δ. ψ.), για το απόλυτο σφάλµα αποκοπής ε  ισχύει : 

 

    k* 10xx −≤−=ε  

 

 

 

Παράδειγµα 2.11 

 

• Να βρεθεί το απόλυτο και το µέγιστο απόλυτο σφάλµα αποκοπής του αριθµού 375.0x =  σε 

2k =  δ.ψ. 

  

 Απάντηση 

 

k22* 101010
2

1
005.0005.0375.037.0xx −−− =≤⋅==−=−=−=ε . 
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Παράδειγµα 2.12 

 

• Να βρεθεί το απόλυτο και το µέγιστο απόλυτο σφάλµα αποκοπής του αριθµού 379.0x =  σε 

2k =  δ.ψ. 

 

 Απάντηση 

 
k2* 101001.0009.0009.0379.037.0xx −− ==≤=−=−=−=ε . 

 

2.3 Παράσταση Αριθµών στον  Η/Υ 

 

 Στην καθηµερινή µας ζωή χρησιµοποιούµε το δεκαδικό σύστηµα αρίθµησης.  Στο σύστηµα 

αυτό κάθε αριθµός γράφεται µε µοναδικό τρόπο, σαν γραµµικός συνδυασµός δυνάµεων του 10 , µε 

συντελεστές τα ψηφία 9,8,7,6,5,4,3,2,1,0 . 

 

 

 

Παράδειγµα 2.13 

 

• Ο αριθµός 5902  του δεκαδικού συστήµατος µπορεί να γραφεί σαν : 

 

  0123

10 1021001091055902 ⋅+⋅+⋅+⋅=  

 

Παρατήρηση 

 

� Οι Η/Υ χρησιµοποιούν το δυαδικό σύστηµα αρίθµησης. Έτσι, κάθε αριθµός γράφεται σαν 

γραµµικός συνδυασµός δυνάµεων του 2 . 

 

 

 

Παράδειγµα 2.14 

 

• Ο αριθµός 21110 του δυαδικού συστήµατος µπορεί να γραφεί σαν : 

 

 10

0123

2 14248202121211110 =++=⋅+⋅+⋅+⋅=  

 

2.3.1  Παράσταση Ακεραίων Αριθµών στον  Η/Υ 

 

 Αν έχουµε έναν  Η/Υ που διαθέτει k  bits για την παράσταση ενός ακέραιου αριθµού, µε το 

πρώτο να παριστάνει το πρόσηµο του αριθµού (0 = Θετικός 1 = Αρνητικός ), τότε οι ακέραιοι που 

µπορούν να παρασταθούν από τον υπολογιστή θα ανήκουν στο διάστηµα ]12,2[
1k1k −− −− . 

Συνήθως οι Η/Υ διαθέτουν 16  bits ( 2 bytes ) για την παράσταση των ακεραίων, εποµένως οι 

ακέραιοι που µπορούν να παρασταθούν θα βρίσκονται στο διάστηµα =−− −−
]12,2[

116116

]32767,32768[ − .  
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2.3.2 Παράσταση Πραγµατικών Αριθµών στον  Η/Υ 

 

 Κάθε αριθµός µπορεί να γραφεί στη δεκαδική του µορφή µε ένα ακέραιο και ένα δεκαδικό 

µέρος, το οποίο µπορεί να αποτελείται από άπειρα ψηφία, όπως φαίνεται στα επόµενα 

παραδείγµατα : 

 

...3333333333.0
3

1
=  

...7309504584142135623.12 =  

210 ...10011001101100110010001100110.01.0 =   

 

 

Παρατηρήσεις 
 

� Στη µνήµη ενός υπολογιστή είναι αδύνατο να παραστήσουµε αριθµούς µε άπειρο πλήθος 

ψηφίων, γιατί το µέγεθος της µνήµης είναι πεπερασµένο. Αποθηκεύεται µια κατάλληλη 

προσέγγιση του αριθµού, η οποία εξαρτάται από το πρόβληµα που λύνουµε.  

 

� Όπως το ακέραιο µέρος γράφεται σαν άθροισµα δυνάµεων του 10 ( στο δεκαδικό σύστηµα 

αρίθµησης ), έτσι και το δεκαδικό µέρος γράφεται σαν άθροισµα αρνητικών δυνάµεων του 10. 

 

 

 

Παράδειγµα 2.15 

 

 210123

10 10510310210010910535.5902
−− ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=  

 

� Στο δυαδικό σύστηµα αντίστοιχα θα έχουµε : 

 

 3210123

2 21202120212121101.1110
−−− ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=  

 

� Κάθε πραγµατικός αριθµός µπορεί να παρασταθεί µόνο µε  δεκαδικό µέρος ( ακέραιο µέρος = 0 

), αφού πολλαπλασιαστεί µε κατάλληλη δύναµη της βάσης του αντίστοιχου αριθµητικού  

συστήµατος. 

 

 

Παράδειγµα 2.16 

 

 4

10 10590235.035.5902 ⋅=  

 4

2 21110101.0101.1110 ⋅=  

 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.9 : Σε ένα αριθµητικό σύστηµα, µε βάση β, ορίζουµε τον αριθµό x σαν Aριθµό 

Kινητής Yποδιαστολής  ( floating point ) µήκους n ως εξής : 

 

     0d,)d...dd.0(x 1n21 ≠⋅±= εβ  
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όπου : 

 

       β  = η βάση του αριθµητικού συστήµατος 

           n21 d...dd.0 = το κλασµατικό µέρος, γνωστό και σαν mantissa, µε 0d1 ≠  

          n21 d...,,d,d =  ψηφία του συστήµατος 

           ε = ο εκθέτης 

 

 

Παρατηρήσεις 
 

� Τα  n21 d...,,d,d  καλούνται σηµαντικά ψηφία του αριθµού.  

 

� Για Απλή Ακρίβεια 23n = , ενώ για ∆ιπλή Ακρίβεια 52n = . 

 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.10 : Σηµαντικά Ψηφία (σ.ψ) ενός δεκαδικού αριθµού ονοµάζονται όλα τα ψηφία του 

αριθµού, εκτός από τυχόν µηδενικά που υπάρχουν στην αρχή του αριθµού. 

 

 

 

Παράδειγµα 2.17 

   

Ο αριθµός  320.7 έχει 4 σηµαντικά ψηφία 

Ο αριθµός  4.60  έχει  3 σηµαντικά ψηφία 

Ο αριθµός  0.0058 έχει 2 σηµαντικά ψηφία 

 

 

Παρατηρήσεις 
 

� Τα σηµαντικά ψηφία παίζουν σηµαντικό ρόλο στην εσωτερική παράσταση του αριθµού στον 

Η/Υ. 

 

� Αν µε  m συµβολίσουµε το κλασµατικό µέρος, τότε ο x γράφεται σαν εβ⋅±= mx  

 

� Συνήθως οι αριθµητικοί υπολογισµοί γίνονται σε αριθµητική κινητής υποδιαστολής. 

 

� Για το δεκαδικό µέρος m ισχύει 1m
1

<≤
β

, αφού το πρώτο ψηφίο είναι πάντα 1.  

 

 

 

Παράδειγµα 2.18 

Στο ∆εκαδικό σύστηµα ( β = 10 ) : 19999999.0m
10

1
1.0 10 <≤≤= . 

Στο ∆υαδικό σύστηµα ( β = 2 ) :  

19999999.0111111111.0m
2

1
5.01.0 102102 <=≤≤== . 
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Παρατήρηση 

 

� Σε έναν Η/Υ µε k bits για τη mantissa γίνεται στρογγυλοποίηση ή αποκοπή σε k δυαδικά ψηφία 

: k21n21 d...dd.0d...dd.0 ⇒  ως εξής : 

 

Αποκοπή : Αποκόπτονται τα ψηφία n2k1k d...,,d,d ++ , αποθηκεύονται τα ψηφία k21 d...,,d,d . 

Στρογγυλοποίηση : Προστίθεται στον αριθµό το )1k(
2

+−  και απ’ τον νέο αριθµό αποκόπτονται τα 

ψηφία n2k1k d...,,d,d ++  και αποθηκεύονται τα ψηφία k21 d...,,d,d . 

 

Παράδειγµα 2.19 

 

• Αν 210 ...10011001101100110011001100110.06.0m ==  και 7k = , τότε 

 

Αποκοπή :   

 

10

541

2

* 59375.0
32

19

32

1216

32

1

16

1

2

1
2221001100.0m ==

++
=++=++== −−−  

 

Στρογγυλοποίηση :  

 
82mm −+=  :  2...10011001101100110011001100110.0  

   2...0000000000000000000000100.0+  

 

   2...101011001101100110011001101010.0  

 

Αποκοπή σε 7k =  ψηφία : 

 

10

7541

2

* 6015625.0
128

77

128

14864

128

1

32

1

16

1

2

1
22221001101.0m ==

+++
=+++=+++== −−−−  

 

 

Παράδειγµα 2.20 

 

• Να  βρεθεί το απόλυτο και το απόλυτο σχετικό σφάλµα  του Παραδείγµατος 2.19. 

 

 Απάντηση 

 

Αν 210 ...10011001101100110011001100110.06.0m ==  και 7k = , τότε 

 

Αποκοπή :   00625.000625.06.059375.0mm* =−=−=−=ε  

   0104166666.0
6.0

00625.0

m
===

ε
εσ  

 

Στρογγυλοποίηση : 0015625.00015625.06.06015625.0mm
* ==−=−=ε  

         60026041666.0
6.0

0015625.0

m
===

ε
εσ  
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ΟΡΙΣΜΟΣ 2.11 : Κατά τη στρογγυλοποίηση ενός δυαδικού αριθµού x  σε k  δυαδικά ψηφία, για το 

απόλυτο σφάλµα στρογγυλοποίησης ε  ισχύει : 

 

    

k1k* 22
2

1
xx −−− =⋅≤−=ε

 
 

 

 

Παράδειγµα 2.21 

 

• Να βρεθεί το απόλυτο και το µέγιστο απόλυτο σφάλµα στρογγυλοποίησης του αριθµού 

1011.0x = σε 2k = δ. ψ. 

  

 Απάντηση 

 

=+= −3* 2xx      1011.0  

              001.0+  

     11.01101.0 ==  

 
k12134*

22220001.01011.011.0xx
−−−−−− ==≤==−=−=ε . 

 

 

 

Παράδειγµα 2.22 

 

• Να βρεθεί το απόλυτο και το µέγιστο απόλυτο σφάλµα στρογγυλοποίησης του αριθµού 

101.0x = σε 2k = δ. ψ. 

  

 Απάντηση 

 
3* 2xx −+=  101.0=  

         001.0+  

        11.0110.0 ==  

 

 k1213*
222001.0101.011.0xx

−−−−− ====−=−=ε . 

 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.12 : Κατά τη στρογγυλοποίηση ( µε αποκοπή ) ενός δυαδικού αριθµού x  σε k  

δυαδικά ψηφία, για το απόλυτο σφάλµα αποκοπής ε  ισχύει πάντοτε:  

     

   k* 2xx −≤−=ε  
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Παράδειγµα 2.23 

 

• Να βρεθεί το απόλυτο και το µέγιστο απόλυτο σφάλµα αποκοπής του αριθµού 101.0x = σε 

2k = δ. ψ. 

  

 Απάντηση 

 
k23* 222001.0101.010.0xx −−− =≤==−=−=ε . 

 

 

Παράδειγµα 2.24 

 

• Να βρεθεί το απόλυτο και το µέγιστο απόλυτο σφάλµα αποκοπής του αριθµού 

1...101111111.0x = σε 2k = δ. ψ. 

  

 Απάντηση 

 
k2* 221...001111.01...101111.010.0xx −− =≈=−=−=ε . 

 

 

Παρατήρηση 

 

� Για έναν Η/Υ που διαθέτει 5 χαρακτήρες ( bytes )  για την παράσταση των πραγµατικών 

αριθµών, από τους οποίους τον 1 χαρακτήρα για τον εκθέτη και τους υπόλοιπους 4 χαρακτήρες 

για το δεκαδικό µέρος, αν το πρώτο ψηφίο διατίθεται για το πρόσηµο του αριθµού, τότε ο 

εκθέτης e ανήκει στο διάστηµα =−− −−
]12,2[

1818  ]127,128[ − , οπότε ο υπολογιστής 

µπορεί να αποθηκεύσει αριθµούς που βρίσκονται  στο διάστηµα ]2,2[
127128−− . 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.1 : Το µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα της στρογγυλοποίησης ενός πραγµατικού 

αριθµού στο δεκαδικό σύστηµα σε k  σηµαντικά ψηφία είναι k110
2

1 −⋅ . 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  : 

 

Αν e10mx ⋅=  η ακριβής τιµή του αριθµού και e** 10mx ⋅=  η τιµή που αποθηκεύεται, τότε, αφού 

η mantissa στρογγυλοποιείται σε k σ.ψ. θα είναι : k* 10
2

1
mm −⋅≤− . 

Επίσης, 10
m

1
1m

10

1
≤⇒<≤  

 

οπότε : 

 

k1k

*

e

e*

e

ee**

10
2

1
10

2

1
10

m

mm

10m

10mm

10m

10m10m

x

xx

x

−− ⋅=⋅⋅≤
−

=
⋅

⋅−
=

⋅

⋅−⋅
=

−
==

ε
εσ  
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Παράδειγµα 2.25 

 

• Αφού στρογγυλοποιηθεί ο αριθµός 44

10 10590235.010m35.5902x ⋅=⋅==  σε 5k =  σ.ψ., να  

βρεθεί το απόλυτο σχετικό σφάλµα και το µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα. 

 

 Απάντηση 

 

10

44**4*

10

* 4.59021059024.010m)10590235.0()35.5902(x =⋅=⋅=⋅==  

05.005.035.59024.5902xx
* ==−=−=ε  

00000847.0
35.5902

05.0

x
===

ε
εσ  

00005.010
2

1
10

2

1
10

2

1
max 451k1 =⋅=⋅=⋅= −−−

σε  

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.13 :  Όταν ένας αριθµός δίνεται στρογγυλεµένος σε k  σηµαντικά ψηφία, για  το 

απόλυτο σχετικό σφάλµα στρογγυλοποίησης θα ισχύει : 

 

    
kk1

*

10510
2

1

x

xx

x

−− ⋅=⋅≤
−

==
ε

εσ   

 

 

Παράδειγµα 2.26 

 

• Όταν ο αριθµός 0.2x* = , δίνεται στρογγυλεµένος σε 2 σ.ψ. ( 1 δ.ψ ) να βρεθούν φράγµατα για 

το Απόλυτο Σφάλµα και το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα του αριθµού x . 

 

 Απάντηση 

 

Απόλυτο Σφάλµα : 05.010
2

1 1 =⋅≤ −ε  

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα : 05.010
2

1
10

2

1 121 =⋅=⋅≤ −−
σε  

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.14 :  Οι αριθµοί *
x,x συµφωνούν σε k  σηµαντικά ψηφία, αν  ισχύει : 

     

    

k1
*

10
2

1

x

xx

x

−⋅≤
−

==
ε

εσ

  
 

 

 

Παράδειγµα 2.27 

 

• Οι αριθµοί 12478.35x =  και 12452.35x* = , συµφωνούν σε 5 σ.ψ.  
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 Απάντηση 

 

Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα :  

 

5110
2

1
00005.00000074.0

12478.35

00026.0

12478.35

12478.3512452.35

x

−⋅=≤=
−

=
−

==
ε

εσ  

 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.2 : Το µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα της στρογγυλοποίησης ενός αριθµού στο 

δυαδικό σύστηµα σε k  σηµαντικά ψηφία είναι k
2

−
. 

 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  : 

 

Αν e2mx ⋅=  η ακριβής τιµή του αριθµού και e** 2mx ⋅=  η τιµή που αποθηκεύεται, τότε, αφού η 

mantissa στρογγυλοποιείται σε k σ.ψ. θα είναι : k1k* 22
2

1
mm −−− =⋅≤− . 

Επίσης, 2
m

1
1m

2

1
≤⇒<≤  

οπότε : 

 

kk1

*

e

e*

e

ee**

222
m

mm

2m

2mm

2m

2m2m

x

xx

x

−−− =⋅≤
−

=
⋅

⋅−
=

⋅

⋅−⋅
=

−
==

ε
εσ

 
 

 

 

Παράδειγµα 2.28 

 

• Αφού στρογγυλοποιηθεί ο αριθµός 4

102 2m625.14101.1110x ⋅=== 421110101.0 ⋅= σε 6k =  

σ.ψ., να  βρεθεί το απόλυτο σχετικό σφάλµα και το µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα. 

 

 Απάντηση 

 

=⋅=⋅=⋅== 44**4*

2

*
2111011.02m)21110101.0()101.1110(x  

 102 75.1411.1110 ==  

102

*
125.0001.0101.111011.1110xx ==−=−=ε  

008547.0
625.14

125.0

x
===

ε
εσ  

10

6k
015625.022max === −−

σε  

 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.3 :  Το µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα της στρογγυλοποίησης (µε αποκοπή) ενός 

πραγµατικού αριθµού στο δεκαδικό σύστηµα σε k  σηµαντικά ψηφία είναι k110 − . 
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  : 

 

Αν e10mx ⋅=  η ακριβής τιµή του αριθµού και e** 10mx ⋅=  η τιµή που αποθηκεύεται, τότε, αφού 

η mantissa στρογγυλοποιείται σε k σ.ψ. θα ισχύει : k*
10mm

−≤− . 

Επίσης,  10
m

1
1m

10

1
≤⇒<≤  

 

οπότε : 

 

k1k

*

e

e*

e

ee**

101010
m

mm

10m

10mm

10m

10m10m

x

xx

x

−− =⋅≤
−

=
⋅

⋅−
=

⋅

⋅−⋅
=

−
==

ε
εσ  

 

 

 

Παράδειγµα 2.29 

 

• Αφού στρογγυλοποιηθεί  (µε αποκοπή) ο αριθµός 4

10 10m35.5902x ⋅==  410590235.0 ⋅=  σε 

5k =  σ.ψ., να  βρεθεί το απόλυτο σχετικό σφάλµα και το µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα 

του. 

 

 Απάντηση 

 

10

44**4*

10

* 3.59021059023.010m)10590235.0()35.5902(x =⋅=⋅=⋅==  

05.005.035.59023.5902xx
* ==−=−=ε  

00000847.0
35.5902

05.0

x
===

ε
εσ  

0001.0101010max
451k1 ==== −−−

σε  

 

 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.4 :  Το µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα της στρογγυλοποίησης (µε αποκοπή) ενός 

αριθµού στο δυαδικό σύστηµα σε k  σηµαντικά ψηφία είναι k1
2

−
. 

 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  : 

 

Αν e2mx ⋅=  η ακριβής τιµή του αριθµού και e** 2mx ⋅=  η τιµή που αποθηκεύεται, τότε, αφού η 

mantissa στρογγυλοποιείται σε k σ.ψ. θα ισχύει : k*
2mm

−≤− . Επίσης,  2
m

1
1m

2

1
≤⇒<≤ , 

οπότε : 

k1k

*

e

e*

e

ee**

222
m

mm

2m

2mm

2m

2m2m

x

xx

x

−− =⋅≤
−

=
⋅

⋅−
=

⋅

⋅−⋅
=

−
==

ε
εσ  
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Παράδειγµα 2.30 

 

• Αφού στρογγυλοποιηθεί (µε αποκοπή) ο αριθµός =⋅== 4

2 2m101.1110x  

10

4 625.1421110101.0 =⋅  σε 6k =  σ.ψ., να  βρεθεί το απόλυτο σχετικό σφάλµα και το 

µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα του. 

 

 Απάντηση 

 

=⋅=⋅=⋅== 44**4*

2

*
2111010.02m)21110101.0()101.1110(x  

102 5.1410.1110 ==  

102

*
125.0001.0101.111010.1110xx ==−=−=ε  

00862.0
5.14

125.0

x
====

ε
εσ  

10

561k1
03125.0222max ==== −−−

σε  

 

 

 

Παράδειγµα 2.31 

 

• Να  βρεθεί το µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα  του Παραδείγµατος 2.19. 

 

 Απάντηση 

 

Αποκοπή :  015625.0
64

1
22max 671 ==== −−

σε  

Στρογγυλοποίηση : 0078125.0
128

1
2max 7 === −ε  

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.14 :  Το µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα των Θεωρηµάτων 2.2 και 2.4 ονοµάζεται 

αριθµός µηχανής και ορίζεται σαν 

 

 









=
−

−

ή

ί

2

2

k1

k

m

αποκοπστην

ησηοστρογγυλοπστη
ε   

 

    και γενικά 

 

  













=
−

−

ή

ί
2

1

k1

k1

m

αποκοπστηνβ

ησηοστρογγυλοπστηβ

ε  
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Παρατήρηση 

 

� Ο Αριθµός Μηχανής αντιπροσωπεύει το µέγιστο σχετικό σφάλµα στην προσέγγιση του 

αριθµού που αποθηκεύεται και κυµαίνεται µεταξύ του 610 −  και 1510 − . 

 

 

     

Παράδειγµα 2.32 

 

• Να βρεθεί ο Αριθµός Μηχανής σε έναν Η/Υ που διαθέτει 23k =  για Αριθµούς Απλής 

Ακρίβειας και 52k =  για Αριθµούς ∆ιπλής Ακρίβειας. 

 

 Απάντηση 

 

Στρογγυλοποίηση :  623k

m 100000001192.022 −−− ≤===ε , για Απλή Ακρίβεια 

 1552k

m 1022 −−− ≤==ε  για ∆ιπλή Ακρίβεια 

Αποκοπή :  622231k1

m 10000000238.0222 −−−− ≤====ε  

   1551521k1

m 10222
−−−− ≤===ε  για ∆ιπλή Ακρίβεια 

 

 

2.4 Απώλεια Σηµαντικών Ψηφίων 

 

 Όπως στην αποθήκευση των αριθµών, έτσι και κατά την εκτέλεση των τεσσάρων πράξεων της 

αριθµητικής και ιδίως όταν εργαζόµαστε µε Η/Υ, εργαζόµαστε µε περιορισµένο αριθµό 

σηµαντικών ψηφίων ( π.χ. στην αποθήκευση ενός δυαδικού αριθµού η mantissa στρογγυλοποιείται 

σε 23 δυαδικά ψηφία ), οπότε, αν οι αριθµοί που δίνονται διαφέρουν στον αριθµό των σηµαντικών 

ψηφίων, κάποια σηµαντικά ψηφία των µικρότερων αριθµών χάνονται, όπως φαίνεται στα 

παραδείγµατα που ακολουθούν.  

 

 

Παράδειγµα 2.33 

 

• Αν 25.1x =  και 125.0y =  να βρεθεί το απόλυτο σφάλµα και το απόλυτο σχετικό σφάλµα 

του αθροίσµατος yx + , όταν οι αριθµοί y,x δίνονται στρογγυλεµένοι σε 3 σ.ψ.  

  

 Απάντηση 

 

38.138.1)375.1()125.025.1()yx( *** ===+=+  

375.1375.1125.025.1yx ==+=+   

005.0005.0375.138.1)yx()yx( * ==−=+−+=ε  

003636.0003636.0
375.1

005.0

yx

yx

)yx( ===
+

= +
+

ε
εσ  
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Παράδειγµα 2.34 

 

• Αν 25.1x =  και 125.0y =  να βρεθεί το απόλυτο σφάλµα και το απόλυτο σχετικό σφάλµα 

της διαφοράς yx − , όταν οι αριθµοί y,x δίνονται στρογγυλεµένοι σε 3 σ.ψ. ( σε 2 δ.ψ. ο 

αριθµός x  και σε 3 δ.ψ. ο αριθµός y ). 

  

 Απάντηση 

 

12.112.1)125.1()125.025.1()yx( *** ===−=−  

125.1125.1125.025.1yx ==−=−   

005.0005.0125.112.1)yx()yx( * ==−=−−−=ε  

00444.000444.0
125.1

005.0

yx

yx

)yx( ===
−

= −
−

ε
εσ  

 

 

Παράδειγµα 2.35 

 

• Αν 25.1x =  και 125.0y =  να βρεθεί το απόλυτο σφάλµα και το απόλυτο σχετικό σφάλµα 

του γινοµένου yx ⋅ , όταν οι αριθµοί y,x δίνονται στρογγυλεµένοι σε 3 σ.ψ. ( σε 2 δ.ψ. ο 

αριθµός x  και σε 3 δ.ψ. ο αριθµός y ). 

  

 Απάντηση 

 

6.156.15)625.15()125.025.1()yx( *** ===⋅=⋅  

625.15625.15125.025.1yx ==⋅=⋅   

025.0025.0625.156.15)yx()yx( * ==−=⋅−⋅=ε  

0016.00016.0
625.15

025.0

yx

yx

)yx( ===
⋅

= ⋅
⋅

ε
εσ  

 

 

Παράδειγµα 2.36 

 

• Αν 45.2x =  και 0.15y =  να βρεθεί το απόλυτο σφάλµα και το απόλυτο σχετικό σφάλµα 

του πηλίκου y/x , όταν οι αριθµοί y,x δίνονται στρογγυλεµένοι σε 3 σ.ψ.  

  

 Απάντηση 

 

163.0163.0)163333.0()0.15/45.2()y/x( *** ====  

1633333333.01633333.00.15/45.2y/x ===   

0003333.00003333.0163333.0163.0)y/x()y/x( * ==−=−=ε  

0020406.00020406.0
1633333.0

00033333.0

y/x

y/x

)y/x( ====
ε

εσ  
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Παρατήρηση 

 

� Λόγω περιορισµένου αριθµού σηµαντικών ψηφίων, σε πολλές περιπτώσεις καταστρατηγούνται 

και οι νόµοι της αριθµητικής, όπως η προσεταιριστική ιδιότητα στην πρόσθεση και τον 

πολλαπλασιασµό. Χαρακτηριστικά είναι τα παραδείγµατα  που ακολουθούν. 

 

 

Παράδειγµα 2.37 

 

• Αν οι αριθµοί 24.1x = , 123.0y =  και 0123.0z =  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 3 σ.ψ. να 

δειχθεί ότι δεν ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα στην πρόσθεση, δηλαδή 

)zy(xz)yx( ++≠++  και να βρεθεί το απόλυτο σφάλµα του αθροίσµατος z)yx( ++  και 

)zy(x ++ . 

 

 Απάντηση 

 
3753.10123.0123.024.1zyx =++=++

=+=++=++ ******
)0123.0)363.1(()0123.0)123.024.1(()z)yx((  

               37.1)3723.1()0123.036.1(
** ==+=  

=+=++=++ ******
))1353.0(24.1())0123.0123.0(24.1())zy(x(         

       38.1)375.1()135.024.1(
** ==+=   

 

εποµένως 

 

3753.1zyx37.1))zy(x(38.1)z)yx((
**** =++≠=++≠=++  

 

0053.00053.03753.137.1)z)yx(()z)yx((
**

z)yx( ==−=++−++=++ε  

0047.00047.03753.138.1)zy(x())zy(
**

)zy(x x( ==−=++−++=++ε  

 

 

 

Παράδειγµα 2.38 

 

• Αν οι αριθµοί 4.0x = , 6.0y =  και 7.0z =  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 1 σ.ψ. να δειχθεί ότι 

δεν ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα στoν πολλαπλασιασµό, δηλαδή )zy(xz)yx( ⋅⋅≠⋅⋅  

και να βρεθεί το απόλυτο σφάλµα του γινοµένου z)yx( ⋅⋅  και )zy(x ⋅⋅ . 

 

 Απάντηση 

 

=⋅=⋅=⋅⋅=⋅⋅ *******
)7.02.0()7.0)24.0(()7.0)6.04.0(()z)yx((  

           1.0)14.0(
* ==  

=⋅=⋅=⋅⋅=⋅⋅ *******
)4.04.0())42.0(4.0())7.06.0(4.0())zy(x(  

            2.0)16.0(
* ==  

 
168.042.04.0)7.06.0(4.0)zy(x =⋅=⋅⋅=⋅⋅    
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εποµένως 

 

168.0)zy(x))zy(x(2.01.0)z)yx((
**** =⋅⋅≠⋅⋅=≠=⋅⋅  

068.0068.0168.01.0)z)yx(()z)yx((
**

z)yx( =−=−=⋅⋅−⋅⋅=⋅⋅ε  

032.0032.0168.02.0)z)yx(())zy(x((
**

)zy(x ==−=⋅⋅−⋅⋅=⋅⋅ε  

  

 

2.5 Μετάδοση Σφαλµάτων στους Υπολογισµούς 

 

 Κατά την εκτέλεση των τεσσάρων πράξεων της αριθµητικής, όπου χρησιµοποιούνται αρχικά 

δεδοµένα προερχόµενα από µετρήσεις, τα σφάλµατα των πληροφοριών της εισόδου µεταδίδονται 

κατά τέτοιον τρόπο, ώστε οι πληροφορίες εξόδου να περιέχουν επίσης σφάλµατα. Σχετικά µε τη 

διάδοση των σφαλµάτων αποδεικνύουµε τα παρακάτω θεωρήµατα : 

 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.5 :  Το µέγιστο απόλυτο σφάλµα του αθροίσµατος ή της διαφοράς 2 ή 

περισσότερων αριθµών ισούται µε το άθροισµα των απολύτων σφαλµάτων 

αυτών των αριθµών. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  : 

 

Αν y,x  είναι οι ακριβείς και **
y,x  οι προσεγγιστικές τιµές 2 αριθµών, τότε το απόλυτο  σφάλµα 

του αθροίσµατος ή της διαφοράς yx±ε  θα είναι :     

   

yxyx

****

yx )yy()xx()yx()yx( εεεεε +≤±=−±−=±−±=±  

 

 

Παράδειγµα 2.39 

 

• Αν 25.1x* =  και 125.0y
* =  οι στρογγυλοποιηµένες τιµές 2 αριθµών y,x , να βρεθεί το 

µέγιστο απόλυτο σφάλµα του αθροίσµατος yx + , όταν οι αριθµοί y,x  δίνονται 

στρογγυλεµένοι σε 2 δ.ψ. ο αριθµός x  και σε 3 δ.ψ. ο αριθµός .y  

  

 Απάντηση 

 

0055.00005.0005.010
2

1
10

2

1
max 32

yxyx =+=⋅+⋅≤+= −−
+ εεε  

 

 

Παράδειγµα 2.40 

 

• Αν 25.1x* =  και 125.0y
* =  οι στρογγυλοποιηµένες τιµές 2 αριθµών y,x , να βρεθεί το 

µέγιστο απόλυτο σφάλµα της διαφοράς yx − , όταν οι αριθµοί y,x  δίνονται στρογγυλεµένοι 

σε 2 δ.ψ. ο αριθµός x  και σε 3 δ.ψ. ο αριθµός y . 
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  Απάντηση 

 

0055.00005.0005.01010max
3

2

12

2

1

yxyx =+=⋅+⋅≤+= −−
− εεε  

 

 

 ΘΕΩΡΗΜΑ 2.6 :  Το µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα του αθροίσµατος 2 ή περισσότερων 

αριθµών που έχουν το ίδιο πρόσηµο ισούται µε το µέγιστο απόλυτο σχετικό 

σφάλµα αυτών των αριθµών. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  : 

 

Αν y,x  είναι οι ακριβείς και **
y,x  οι προσεγγιστικές τιµές 2 θετικών αριθµών, τότε :     

   

=
+

+−+⋅++⋅
=

+

+−+
=

∗∗

+
yx

)yx())1(y)1(x(

yx

)yx()yx(
yx

)yx(

σσ
σ

εε
ε  

  
yx

yx

yx

yxyyxx yxyx

+

⋅+⋅
=

+

−−⋅++⋅+
=

σσσσ εεεε
  

 

Αν ),max( yx)y,x( σσσ εεε =  

 

τότε 

=
+

⋅+
=

+

⋅+⋅
≤

+

⋅+⋅
≤

+

+
=+

yx

)yx(

yx

yx

yx

yx

yx

yx
)y,x()y,x()y,x(yxyx

)yx(

σσσσσσσ

σ

εεεεεεε
ε  

            ),max( yx)y,x( σσσ εεε ==  

 

 

Παράδειγµα 2.41 

 

•  Αν 25.1x* =  και 125.0y
* =  οι στρογγυλοποιηµένες τιµές 2 αριθµών y,x , να βρεθεί το 

µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα και το µέγιστο απόλυτο σφάλµα του αθροίσµατος yx + , 

όταν οι αριθµοί y,x δίνονται στρογγυλεµένοι σε 2 δ.ψ. ο αριθµός x  και σε 3 δ.ψ. ο αριθµός y . 

  

 Απάντηση 
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1
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⋅
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−

ε
εσ  

004.0
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*

y
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−
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⇒==≤
+

≈
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yx)y,x(**
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)yx( σσσσ εεε
ε
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0055.0375.1004.0yxyx
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)y,x(
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)yx(yx =⋅=+⋅≤+⋅≈ ++ σσ εεε  
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2.7 : Το µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα της διαφοράς 2 ή περισσότερων αριθµών 

ισούται µε το άθροισµα των απολύτων σφαλµάτων δια της διαφοράς αυτών των 

αριθµών. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  : 

 

Απ’ τον ορισµό του σχετικού σφάλµατος και τη χρήση του Θεωρήµατος 2.5 θα έχουµε : 

   

**

yx

**

yx

)yx(
yxyx −

+
≤

−
≈

−

−

εεε
εσ  

 

 

 

Παράδειγµα 2.42 

 

• Αν 25.1x* =  και 125.0y
* =  οι στρογγυλοποιηµένες τιµές 2 αριθµών y,x , να βρεθεί το 

µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα και το µέγιστο απόλυτο σφάλµα της διαφοράς yx − , 

όταν οι αριθµοί y,x δίνονται στρογγυλεµένοι σε 2 δ.ψ. ο αριθµός x  και σε 3 δ.ψ. ο αριθµός y . 

 

 Απάντηση 
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−
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−
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1
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1
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**
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)yx( ==
+

=
−

⋅+⋅
≤

−

+
≤

−−

−

εε
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⇒
−

≈
−

− **

yx

)yx(
yx

ε
εσ 0055.0125.10048888.0yx **

)yx(yx =⋅≤−⋅≈ −− σεε  

 

 

Παρατήρηση 

 

� Όταν οι αριθµοί που αφαιρούνται δεν έχουν µεγάλη διαφορά, δεν υπάρχει µεγάλη ακρίβεια 

στην αφαίρεση. 

 

 

Παράδειγµα 2.43 

 

• Αν 132.47x* =  και 111.47y
* =  να βρεθεί το µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα και το 

µέγιστο απόλυτο σφάλµα της διαφοράς **
yx − , όταν οι αριθµοί y,x  δίνονται 

στρογγυλεµένοι σε 3 δ.ψ.. 



Αριθμητική Ανάλυση & Προγραμματισμός Επιστημονικών Εφαρμογών               Γουλιάνας   Κώστας               2011 Σελίδα 27 

 

 Απάντηση 
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**

)yx(yx =⋅≤−⋅≈ −− σεε  

 

δηλαδή το σχετικό σφάλµα της διαφοράς είναι 4492 φορές το απόλυτο σχετικό σφάλµα του κάθε 

αριθµού. 

 

 Στο ίδιο συµπέρασµα θα φτάναµε µε τους παρακάτω υπολογισµούς : 

 

021.0111.47132.47yx
** =−=−  

001.00005.00005.010
2

1
10

2

1 33

yxyx =+=⋅+⋅≤+≤ −−
− εεε , οπότε το τελευταίο ψηφίο της 

διαφοράς δεν είναι ακριβές ( αφού το 021.0yx
** =−  ), ενώ το σχετικό σφάλµα θα είναι : 
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001.0

yx
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yx

)yx( =≤
−

≈
−

−

ε
εσ  

 

 

 

 ΘΕΩΡΗΜΑ 2.8 : Το µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα του γινοµένου 2 ή περισσότερων αριθµών 

ισούται µε το άθροισµα των απολύτων σχετικών σφαλµάτων αυτών των 

αριθµών. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  : 

 

Αν y,x  είναι οι ακριβείς και **
y,x  οι προσεγγιστικές τιµές 2 αριθµών, τότε :     

   

=
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Παράδειγµα 2.44 

 

•  Αν 45.2x* =  και 0.15y
* =  οι στρογγυλοποιηµένες τιµές 2 αριθµών y,x , να βρεθεί το 

µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα και το µέγιστο απόλυτο σφάλµα του γινοµένου 
** yx ⋅ , 

όταν οι αριθµοί y,x  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 2 δ.ψ. ο αριθµός x  και σε 1 δ.ψ. ο αριθµός .y  

  

 Απάντηση 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2.9 : Το µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα του πηλίκου 2 αριθµών ισούται µε το 

άθροισµα των απολύτων σχετικών σφαλµάτων αυτών των αριθµών. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  : 

 

Αν y,x  είναι οι ακριβείς και **
y,x  οι προσεγγιστικές τιµές 2 αριθµών, τότε :     
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αν θεωρήσουµε το yσε  πολύ µικρό, ώστε να επηρεάζει τον παρονοµαστή που είναι 1. 
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Παράδειγµα 2.45 

 

•  Αν 45.2x* =  και 0.15y
* =  οι στρογγυλοποιηµένες τιµές 2 αριθµών y,x , να βρεθεί το 

µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα και το µέγιστο απόλυτο σφάλµα του πηλίκου **
y/x , 

όταν οι αριθµοί y,x δίνονται στρογγυλεµένοι σε 2 δ.ψ. ο αριθµός x  και σε 1 δ.ψ. ο αριθµός y . 

  

 Απάντηση 
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Άλυτες Ασκήσεις  2
ου

 Κεφαλαίου 
 

1. Η ακριβής τιµή ενός αριθµού x  είναι 3585.274 , ενώ η προσεγγιστική του τιµή *
x  είναι 

9999.273 . Να βρεθεί το Σφάλµα, το Απόλυτο Σφάλµα, το Σχετικό Σφάλµα, και το Απόλυτο 

Σχετικό Σφάλµα του αριθµού x . 

 

2. Αφού στρογγυλοποιηθεί ο αριθµός 3585.274x =  σε 3, 2 και 1 δ.ψ.. να βρεθεί το Απόλυτο 

Σφάλµα Στρογγυλοποίησης, και το Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Στρογγυλοποίησης. 
 

3. Να βρεθεί σε πόσα δ.ψ. και σε πόσα σ.ψ. συµφωνούν οι αριθµοί 3585.274x =  και  

9999.273x
* = . Το ίδιο για τους αριθµούς 0385.274x =  και  9999.273x

* = . 

 

4. Αφού στρογγυλοποιηθεί ο αριθµός 3585.274x =  σε 4 σ.ψ. (1 δ.ψ. )να βρεθεί το Απόλυτο 

Σχετικό Σφάλµα Στρογγυλοποίησης, και το Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα 

Στρογγυλοποίησης. 
 

5. Να βρεθεί σε πόσα σ.ψ. συµφωνούν οι αριθµοί 3585.274x = και  9999.273x
* = . Το ίδιο για 

τους αριθµούς 0385.274x = και  9999.273x
* = . 

 

6. Αφού στρογγυλοποιηθεί µε Αποκοπή ο αριθµός 0385.274x =  σε 3 δ.ψ. να βρεθεί το 

Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής, και το Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα Αποκοπής. Το ίδιο για τον 

αριθµό 9999.273x = . 

 

7. Αφού στρογγυλοποιηθεί µε Στρογγυλοποίηση ο αριθµός 0385.274x =  σε 3 δ.ψ. να βρεθεί 

το Απόλυτο Σφάλµα Στρογγυλοποίησης, και το Μέγιστο Απόλυτο Σφάλµα 

Στρογγυλοποίησης. Το ίδιο για τον αριθµό 9999.273x = . 

 

8. Αφού µετατραπεί ο αριθµός 106125.0x =  στο δυαδικό σύστηµα και στρογγυλοποιηθεί σε 7 

σ.ψ. ( µε Στρογγυλοποίηση ) να βρεθεί το Απόλυτο, το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα 

Στρογγυλοποίησης, το Μέγιστο Απόλυτο και το Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα 

Στρογγυλοποίησης. Το ίδιο για τον αριθµό 102.0x = . 

 

9. Αφού µετατραπεί ο αριθµός 106125.0x =  στο δυαδικό σύστηµα και στρογγυλοποιηθεί σε 7 

σ.ψ. ( µε Αποκοπή ) να βρεθεί το Απόλυτο και το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής, και 

το Μέγιστο Απόλυτο και το Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής. Το ίδιο για τον 

αριθµό 102.0x = . 

 

10. Αφού στρογγυλοποιηθεί ο αριθµός 20110.1x =  σε 3 σ.ψ. ( µε Στρογγυλοποίηση ) να βρεθεί 

το Απόλυτο και το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγυλοποίησης, και το Μέγιστο Απόλυτο 

και το Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγυλοποίησης. 

 

11. Αφού στρογγυλοποιηθεί ο αριθµός 20110.1x =  σε 3 σ.ψ. ( µε Αποκοπή ) να βρεθεί το 

Απόλυτο και το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής, και το Μέγιστο Απόλυτο και το 

Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής. 

 

12. Αφού στρογγυλοποιηθεί ο αριθµός 10375.1x =  σε 3 σ.ψ. ( µε Στρογγυλοποίηση) να βρεθεί 

το Απόλυτο και το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγυλοποίησης, και το Μέγιστο Απόλυτο 

και το Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Στρογγυλοποίησης. 
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13. Αφού στρογγυλοποιηθεί ο αριθµός 10375.1x =  σε 3 σ.ψ. ( µε Αποκοπή ) να βρεθεί το 

Απόλυτο και το Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής, και το Μέγιστο Απόλυτο και το 

Μέγιστο Απόλυτο Σχετικό Σφάλµα Αποκοπής. 

 

14. Αν οι αριθµοί 66.1x = , 133.0y =  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 3 σηµαντικά ψηφία, να 

βρεθεί το απόλυτο σφάλµα και το απόλυτο σχετικό σφάλµα του Αθροίσµατος yx + , λόγω 

απώλειας σηµαντικών ψηφίων. 

 

15. Αν οι αριθµοί 66.1x = , 133.0y =  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 3 σηµαντικά ψηφία, να 

βρεθεί το απόλυτο σφάλµα και το απόλυτο σχετικό σφάλµα της ∆ιαφοράς yx − , λόγω 

απώλειας σηµαντικών ψηφίων. 

 

16. Αν οι αριθµοί 66.1x = , 133.0y =  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 3 σηµαντικά ψηφία, να 

βρεθεί το απόλυτο σφάλµα και το µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα του Γινοµένου yx ⋅ , 

λόγω απώλειας σηµαντικών ψηφίων. 

 

17. Αν οι αριθµοί 66.1x = , 133.0y =  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 3 σηµαντικά ψηφία, να 

βρεθεί το απόλυτο σφάλµα και το απόλυτο σχετικό σφάλµα του Πηλίκου yx / , λόγω 

απώλειας σηµαντικών ψηφίων. 
 

18. Να αποδειχθεί ότι αν οι αριθµοί 66.1x = , 166.0y = , 0166.0z =  δίνονται στρογγυλεµένοι 

σε 3 σηµαντικά ψηφία, δεν ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα στην πρόσθεση, δηλαδή 

)zy(xz)yx( ++≠++ και να βρεθεί το απόλυτο σφάλµα του αθροίσµατος x + y + z. 

 

19. Να αποδειχθεί ότι αν οι αριθµοί 4.0x = , 5.0y = , 7.0z =  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 1 

σηµαντικό ψηφίο, δεν ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα στον Πολλαπλασιασµό, δηλαδή 

)zy(xz)yx( ⋅⋅≠⋅⋅  και να βρεθεί το απόλυτο σφάλµα του γινοµένου zyx ⋅⋅ . 

 

20. Αν οι αριθµοί 5.2x* = , 25.0y
* =  δίνονται στρογγυλεµένοι σε ένα δεκαδικό ψηφίο ο  

αριθµός  x  και σε δύο δ.ψ. ο αριθµός ,y  να βρεθεί το µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα και 

το µέγιστο απόλυτο σφάλµα του Αθροίσµατος 
** yx + . 

 

21. Αν οι αριθµοί 5.2x* = , 25.0y
* =  δίνονται στρογγυλεµένοι σε ένα δεκαδικό ψηφίο ο  

αριθµός  x  και σε δύο δ.ψ. ο αριθµός ,y  να βρεθεί να βρεθεί το µέγιστο απόλυτο σχετικό 

σφάλµα και το µέγιστο απόλυτο σφάλµα της ∆ιαφοράς **
yx − .  

 

22.   Αν οι αριθµοί 5.2x* = , 25.0y
* =  δίνονται στρογγυλεµένοι σε ένα δεκαδικό ψηφίο ο  

αριθµός  x  και σε δύο δ.ψ. ο αριθµός ,y   να βρεθεί το µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα και 

το µέγιστο απόλυτο σφάλµα του Γινοµένου **
yx ⋅ . 

 

23. Αν οι αριθµοί 5.2x* = , 25.0y
* =  δίνονται στρογγυλεµένοι σε 1 δεκαδικό ψηφίο ο  αριθµός  

x  και σε 2 δ.ψ. ο αριθµός ,y  να βρεθεί το µέγιστο απόλυτο σχετικό σφάλµα και το µέγιστο 

απόλυτο σφάλµα του Πηλίκου **
y/x . 
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Σειρές - Συναρτήσεις  
 

 

Αναλυτικές Συναρτήσεις 

Εφαρµογές σε Αναπτύγµατα Στοιχειωδών Συναρτήσεων 

Υπολογισµός της Τιµής Πολυωνύµου - Σχήµα Horner 

Υπολογισµός της Τιµής της Παραγώγου Πολυωνύµου 

Υπολογισµός της Τιµής όλων των Παραγώγων Πολυωνύµου 

3.1  Γενικά 
 

 Η εύρεση των τιµών µιας συνάρτησης απ’ το Μαθηµατικό της τύπο δηµιουργεί ορισµένα 

προβλήµατα ακρίβειας, γι’ αυτό αναζητούµε χρήσιµες εκφράσεις για τις στοιχειώδεις Αναλυ-

τικές Συναρτήσεις κατάλληλες για κάθε συγκεκριµένο τύπο συνάρτησης, ώστε οι εκτελούµενες 

πράξεις να έχουν το ελάχιστο δυνατό σφάλµα. Σαν χαρακτηριστικό παράδειγµα θα µπορούσαν 

να αναφερθούν τα αναπτύγµατα των συναρτήσεων σε σειρές Taylor και MacLaurin. 

 

 

 

3.2   Αναλυτικές Συναρτήσεις 
 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1 : Για µια πραγµατική συνάρτηση f(x)  ορισµένη σ' ένα διάστηµα (α,β)⊆ℜ, 

( )βα,ξx, ∈∃ : 

         ⋅⋅⋅+−⋅+⋅⋅⋅+−⋅+−⋅+= n
)n(

2
'''

)x(
!n

)(f
)x(

!2

)(f
)x(

!1

)(f
)(f)x(f ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ  

 

� Αν η συνάρτηση f(x)  είναι πολυώνυµο n βαθµού, θα υπάρχουν οι παράγωγοι µέχρι n 

βαθµού, οπότε ο παραπάνω τύπος γίνεται : 

 

n
)n(

2
'''

)x(
!n

)(f
)x(

!2

)(f
)x(

!1

)(f
)(f)x(f ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ −⋅+⋅⋅⋅+−⋅+−⋅+=

 
 

 

� Αν στον παραπάνω τύπο  τεθεί εξεξ =−⇒+= xx , ο τύπος γίνεται : 
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 ⋅⋅⋅+⋅+⋅⋅⋅+⋅+⋅+=+= )(f
!n

)(f
!2

)(f)(f)(f)x(f
)n(

n
''

2
' ξ

ε
ξ

ε
ξεξεξ  

 

� Όταν θέλουµε να χρησιµοποιήσουµε τους n από τους άπειρους όρους του αναπτύγµατος της 

σειράς Taylor που πιθανόν να υπάρχουν, ο παραπάνω τύπος γίνεται : 

 )(f
!n

)(f
!2

)(f)(f)(f)x(f
)n(

n
''

2
' ξ

ε
ξ

ε
ξεξεξ ⋅+⋅⋅⋅+⋅+⋅+=+=  

 όπου )],xmax(),,x[min( ξξξ ∈  

 

 

� Αν στον παραπάνω τύπο τεθεί 0=ξ , βρίσκουµε το γνωστό τύπο του MacLaurin : 

 

 ⋅⋅⋅+⋅+⋅⋅⋅++⋅+= ⋅ n
)n(

2
''

'
x

!n

)0(f
x

!2

)0(f
x)0(f)0(f)x(f                

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.2 : Το πολυώνυµο 
k

n

0k

)k(

n )x(
!k

)(f
)x(P ξ

ξ
−⋅= ∑

=

 ονοµάζεται πολυώνυµο του 

Taylor 

 

 

Παράδειγµα 3.1 

 

• ∆ίνεται η συνάρτηση 3
)1x()x(f −= . Να αναπτυχθεί σε Σειρά Taylor στο σηµείο 2=ξ . 

 

Απάντηση 

 

Υπολογίζουµε τις παραγώγους  µέχρι 3
ης

 τάξης, µιας και ο βαθµός του πολυωνύµου είναι 3  :  

 
3

)1x()x(f −=  
2'

)1x(3)x(f −⋅=  

)1x(6)x(f
'' −⋅=  

6)x(f
''' =  

 

οπότε 

)2(f
!3

)2x(
)2(f

!2

)2x(
)2(f)2x()2(f)x(f

'''
3

''
2

' ⋅
−

+⋅
−

+⋅−+=  

32
32

)2x()2x(3)2x(316
!3

)2x(
6

!2

)2x(
3)2x(1 −+−+−+=⋅

−
+⋅

−
+⋅−+=   

 

 

 

Παράδειγµα 3.2 

 

• ∆ίνεται η συνάρτηση 3
)1x()x(f −= . Να αναπτυχθεί σε Σειρά MacLaurin στο σηµείο 

0=ξ . 
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Απάντηση 

 

Αντίστοιχα θα έχουµε  

 

)0(f
!3

)x(
)0(f

!2

x
)0(fx)0(f)x(f

'''
3

''
2

' ⋅+⋅+⋅+=  

32
32

xx3x316
!3

x
)6(

!2

x
3x1 +−+−=⋅+−⋅+⋅+−=  

 

 

3.2  Εφαρµογές σε Αναπτύγµατα Στοιχειωδών Συναρτήσεων 

 

 Μπορούµε επίσης να εκφράσουµε στοιχειώδεις συναρτήσεις ( λογαριθµικές, 

τριγωνοµετρικές ) προσεγγιστικά µε τη βοήθεια πολυωνύµων ή να τις αναπτύξουµε σε ακέραιες 

σειρές κατά Τaylor. Περιοριζόµαστε εδώ σε σειρές των οποίων οι συντελεστές µπορούν να 

εκφραστούν µε απλές   µαθηµατικές σχέσεις. 

 

 

3.2.1  Ανάπτυγµα σε Σειρά MacLaurin της συνάρτησης  1x0,
x1

1
<<

−
 

 

• Για τη συνάρτηση αυτή ως γνωστόν  ισχύει : 

 

 
x1

1
)x(f

−
= ,    1)0(f =    

 
22

'

)x1(

!1

)x1(

1
)x(f

−
=

−
=   !1)0(f

' =  

 
33

''

)x1(

!2

)x1(

2
)x(f

−
=

−
=   !2)0(f

'' =  

 
44

'''

)x1(

!3

)x1(

6
)x(f

−
=

−
=   !3)0(f

''' =  

      

 και γενικά : 

 

 
1n

)n(

)x1(

!n
)x(f

+−
=   !n)0(f

)n( =  

 

 Εφαρµόζοντας τον τύπο του Maclaurin  βρίσκουµε : 

 

 =+
⋅

+⋅⋅⋅+
⋅

+
⋅

+=
−

= ...
!n

)0(fx

!2

)0(fx

!1

)0(fx
)0(f

x1

1
)x(f

)n(n''2'

 

 

  ∑+⋅⋅⋅+++=
∞

=
=+

0i

in2
xxxx1 ...
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3.2.2  Ανάπτυγµα σε Σειρά MacLaurin της εκθετικής συνάρτησης  x
e  

 

• Για τη συνάρτηση αυτή ως γνωστόν  ισχύει : 

 

 ⋅⋅⋅==⋅⋅⋅==== )x(f)x(f)x(fe)x(f
)n(x '''

 

 

 και 

 

 1)0(f)0(f)0(f)0(f
)n(''' =⋅⋅⋅==⋅⋅⋅===  

 

  Εφαρµόζοντας τον τύπο του Maclaurin  βρίσκουµε : 

 

 ∑+⋅⋅⋅+++=
∞

=
=+

0i

i
n2x

!i

x
x

!n

1
x

!2

1
x

!1

1
1e ...  

 

Παρατήρηση 

 

� Για τον προσεγγιστικό υπολογισµό του x
e  και για µικρά x χρησιµοποιούµε τον παρακάτω 

αλγόριθµο, ο οποίος είναι κατάλληλος για Ηλεκτρονικό Υπολογιστή : 

 

 

 

Αλγόριθµος Υπολογισµού του x
e  

 

Αρχή 

1ex =  

0oldoros =  

1oros =  

1i =  

Για Όσο 610orosoldoros −>−  

{ 

 orosoldoros =  

 
i

x
orosoros ⋅=  

 orosexex +=  

 1ii +=  

} 

Τέλος 

 

 

3.2.3  Σφάλµα Αποκοπής ( ∆ιόρθωση )  στον Υπολογισµό Σειρών 

 

 Οι Σειρές – αναπτύγµατα Maclaurin περιέχουν άπειρο πλήθος όρων τους οποίους είναι 

αδύνατο να τους αθροίσουµε όλους. Έτσι, προσθέτουµε ένα  ορισµένο πλήθος πρώτων όρων, 

αγνοώντας τους υπόλοιπους. Το σφάλµα αυτό ονοµάζεται Σφάλµα Αποκοπής και συµβολίζεται 

µε )x(nε , ενώ η ∆ιόρθωση ( το αντίθετο του Σφάλµατος Αποκοπής ) µε )x(rn . 
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3.2.4   ∆ιόρθωση  στον Υπολογισµό της συνάρτησης  1x0,
x1

1
<<

−
 

 

• Αν ∑
∞

=
=

0i

i
xs  και ∑

=
=

n

0i

i*
xs  η ακριβής και η προσεγγιστική έκφραση της Σειράς 

1x0,
x1

1
<<

−
, η ∆ιόρθωση )x(rn  θα είναι : 

 

  ∑ =++==∑−∑=−=
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= 1ni

2n1ni
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0i

i

0i
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n ...xxxxxss)x(r     
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x
...xx1x

1n
21n
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+
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Παράδειγµα 3.3 

 

• Να χρησιµοποιηθούν οι 5n = πρώτοι όροι του αναπτύγµατος για τον υπολογισµό της  

Σειράς 
2

1
x,

x1

1
=

−
 και να βρεθεί η ∆ιόρθωση *

5n ss)x(r)x(r −== . 

Απάντηση 

 

Η ακριβής τιµή s η προσεγγιστική s*  και η διόρθωση  )x(r5  θα είναι αντίστοιχα : 

 

2

2
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1
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1
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1
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−
=

−
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=+++++=+++++=
5432

5432*
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03125.096875.12ss)x(r)x(r *

5n =−=−==  

 

 

� Στο ίδιο αποτέλεσµα φτάνουµε µε τη χρήση της αναλυτικής έκφρασης που βρέθηκε στο 

3.2.4 :  

 03125.0
32
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1

2

1
1

2

1
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x
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3.2.5   ∆ιόρθωση  στον Υπολογισµό της εκθετικής συνάρτησης  1x0,e
x <<  

 

• Αν ∑
∞

=
=

0i

i

!i

x
s  η ακριβής και ∑

=
=

n

0i

i
*

!i

x
s  η προσεγγιστική έκφραση της Σειράς 1x0,e

x << , 

η ∆ιόρθωση )x(rn  θα είναι : 
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*** Ισχύει όµως : 
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 Επίσης 
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 και 

 

 
1n

2n

x2n

2n

+
+

<
−+

+
 

 

 οπότε το ανώτατο φράγµα για τη ∆ιόρθωση γίνεται : 
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Παράδειγµα 3.4 

 

• Να χρησιµοποιηθούν οι 5n =  πρώτοι όροι του αναπτύγµατος για τον υπολογισµό της  

Σειράς 
2

1
x,

!i

x
e

0i

i
x =∑=

∞

=
 και να βρεθεί η ∆ιόρθωση και το ανώτατο φράγµα για τη 

∆ιόρθωση *

5n ss)x(r)x(r −== . 
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Απάντηση 

 

Η ακριβής τιµή s η προσεγγιστική s* και η διόρθωση  )x(r5  θα είναι αντίστοιχα : 
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� Το ανώτατο φράγµα για τη ∆ιόρθωση µε τη χρήση της αναλυτικής έκφρασης που βρέθηκε 

στο 3.2.5 θα είναι :  
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3.3   Εύρεση Τιµής Πολυώνυµου - Σχήµα Horner 

         

• ∆ίνεται το πολυώνυµο : 

 

 ( ) n1n

1n

1

n

0 pxp...xpxpxP +⋅++⋅+⋅= −
−            

 

βαθµού n ως προς x, µε n,...,2,1,0i,pi =ℜ∈  και ℜ∈ξ  και ζητείται η τιµή του πολυώνυµου 

( ) n1n...
1n

1

n

0 ppppP +⋅⋅+⋅= −++
− ξξξξ , για ξ=x . Υπάρχουν διάφοροι τρόποι να βρούµε την 

τιµή )P(ξ : Ο πιο απλός και πολυδάπανος τρόπος είναι να υπολογίσουµε αναλυτικά τον καθένα 

από τους παραπάνω όρους και να τους αθροίσουµε. Π.χ. για τον υπολογισµό του µεγιστοβάθµιου 

όρου n

0p ξ⋅  πολλαπλασιάζουµε  το συντελεστή 0p  επί τον αριθµό ξ , το γινόµενο ξ⋅0p  επί τον 

αριθµό ξ , το νέο γινόµενο 2

0p ξ⋅  ξανά επί ξ  κ.ο.κ. µέχρι να βρούµε τον όρο n

0p ξ⋅ . Έτσι, για 

την εύρεση του πρώτου όρου εκτελούµε συνολικά n πολλαπλασιασµούς. Για την εύρεση της 

τιµής του δεύτερου όρου 1-n

1p ξ⋅  πολλαπλασιάζουµε τον συντελεστή 1p  επί ξ , το γινόµενο 

ξ⋅1p  ξανά επί ξ  κ.ο.κ. µέχρι να βρούµε τον όρο 1-n

1p ξ⋅ . Κάνουµε έτσι για την εύρεση του 

δεύτερου όρου 1-n

1p ξ⋅ , 1n −  πολλαπλασιασµούς. Με τον ίδιο τρόπο συνεχίζουµε και 

βρίσκουµε όλους τους όρους µέχρι και τον προτελευταίο ξ⋅1-np , που για να τον βρούµε 

κάνουµε έναν πολλαπλασιασµό. Για την εύρεση όλων των παραπάνω όρων του αθροίσµατος  θα 
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χρειαστούν 
2

)1n(n
12...)2n()1n(n

+⋅
=+++−+−+  πολλαπλασιασµοί και για την εύρεση 

του αθροίσµατος ( ) n1n...
1n

1

n

0 ppppP +⋅⋅+⋅= −++
− ξξξξ  θα χρειαστούν n προσθέσεις. 

 

Η παραπάνω διαδικασία µπορεί να παρασταθεί µε τον παρακάτω αλγόριθµο : 

 

Αλγόριθµος 1 – Υπολογισµός Τιµής Πολυωνύµου 
 

Αρχή 

Θέσε npsum =  

Για  n..1i =  

{ 

  Θέσε inporos −=  

 Για  i..1j =  

  Υπολόγισε  ξ⋅= orosoros  

 Υπολόγισε  orossumsum +=  

} 

Τέλος 

 

Ένας δεύτερος και πιο σύντοµος τρόπος για την εύρεση της τιµής )(P ξ  είναι αρχίζοντας από τον 

τελευταίο προς τον πρώτο όρο, να σχηµατίζουµε τη δύναµη του κάθε όρου από τη δύναµη του 

προηγούµενου όρου. Πολλαπλασιάζοντας το ξ  επί τον συντελεστή 1-np  βρίσκουµε το ξ⋅−1np  

κάνοντας έναν πολλαπλασιασµό. Πολλαπλασιάζοντας το ξ  επί το ξ  βρίσκουµε το 2ξ , το οποίο 

πολλαπλασιάζουµε επί τον συντελεστή 2np −  βρίσκοντας το 
2

2np ξ⋅−  κάνοντας δύο 

πολλαπλασιασµούς. Συνεχίζουµε  πολλαπλασιάζοντας το 2ξ  επί το ξ  
βρίσκοντας το 3ξ , το οποίο 

πολλαπλασιάζουµε επί τον συντελεστή 3np −  κάνοντας δύο πολλαπλασιασµούς κ.λ.π., µέχρι που 

τελικά πολλαπλασιάζουµε το 1n−ξ  επί το ξ  βρίσκοντας το nξ , το οποίο πολλαπλασιάζουµε επί τον 

συντελεστή 0p  κάνοντας άλλους δύο πολλαπλασιασµούς. Έτσι για την εύρεση των όρων του 

αθροίσµατος )(P ξ  κάνουµε συνολικά 1n2 −⋅  πολλαπλασιασµούς και n προσθαφαιρέσεις για την 

εύρεση του αθροίσµατος )(P ξ . Η παραπάνω διαδικασία µπορεί να παρασταθεί µε τον παρακάτω 

αλγόριθµο : 

 

Αλγόριθµος 2 – Υπολογισµός Τιµής Πολυωνύµου 
 

Αρχή 

Θέσε npsum =  

Θέσε 1dynamh_ksi =  

Για  n..1i =  

{ 

 Υπολόγισε ξ⋅= dynamh_ksidynamh_ksi  

 Υπολόγισε  dynamh_ksiporos in ⋅−=  

 Υπολόγισε  orossumsum +=  

} 

Τέλος 
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Συγκρίνοντας τους δυο τρόπους που περιγράψαµε από την άποψη του πλήθους πράξεων, 

που απαιτούνται για την εύρεση της τιµής )(P ξ  βλέπουµε ότι και στις δυο περιπτώσεις χρειάζεται 

το ίδιο πλήθος προσθαφαιρέσεων n, ενώ για το πλήθος των πολλαπλασιασµών που απαιτούνται 

σχηµατίζουµε τη διαφορά : 

 

)2n)(1n(
2

1
)1n2(

2

)1n(n
−−=−−

+
 

 

Η έκφραση του δεύτερου µέλους δείχνει ότι εκτός από τις περιπτώσεις 1n =  και 2, οπότε η 

διαφορά είναι µηδέν, για κάθε άλλη τιµή του 3n ≥  η διαφορά είναι θετική και εποµένως το πλήθος 

των πολλαπλασιασµών, άρα και το πλήθος των πράξεων, στη δεύτερη περίπτωση είναι µικρότερο. 

Ένας  ταχύτερος από τους δυο προηγούµενους τρόπος για την εύρεση της τιµής του )(P ξ  

είναι ο εξής : Γράφουµε το ( ) n1n...
1n

1

n

0 ppppP +⋅⋅+⋅= −++
− ξξξξ  µε τη µορφή

( ) ( )( )( )( )n1n....210 pppppP ++= ⋅−++⋅+⋅⋅ ξξξξξ , οπότε, βρίσκουµε το συντελεστή 1q  κάνοντας 

έναν πολλαπλασιασµό του )p(q 00 =  επί το ξ  και µια προσθαφαίρεση των όρων 1p  και ξ⋅0q , 

βρίσκουµε το συντελεστή 2q  κάνοντας πάλι έναν πολλαπλασιασµό και µια προσθαφαίρεση κ.ο.κ. 

και τέλος βρίσκουµε το συντελεστή ))(P(qn ξ=  κάνοντας έναν ακόµη πολλαπλασιασµό και µια 

προσθαφαίρεση. Με τον τρόπο αυτό βρίσκουµε την τιµή )(P ξ  κάνοντας συνολικά n  

πολλαπλασιασµούς και n  προσθαφαιρέσεις. Όπως παρατηρούµε ο αριθµός των προσθαφαιρέσεων 

είναι ο ίδιος, ενώ ο αριθµός των πολλαπλασιασµών είναι, εκτός από την περίπτωση 1n = , 

µικρότερος από την προηγούµενη περίπτωση. Αυτό βέβαια φαίνεται από την διαφορά :  

 

1nn1n2 −=−−  που για 2n ≥  είναι πάντοτε θετική. 

 

Η µέθοδος αυτή, εκτός από το ότι πλεονεκτεί από τις δυο προηγούµενες από την άποψη του 

πλήθους των απαιτούµενων πράξεων, έχει και το πλεονέκτηµα να βρίσκει τις τιµές των παραγώγων 

του πολυωνύµου. Στηρίζεται στην παρατήρηση ότι η τιµή )(P ξ  είναι το υπόλοιπο της διαιρέσεως 

του πολυωνύµου )x(P  δια του µονωνύµου )x( ξ− . Από τη γνωστή ταυτότητα της διαιρέσεως των 

πολυώνυµων διά του µονωνύµου )x( ξ−   έχουµε : 

 

( ) 0r)x(Q)x(xP +−= ⋅ξ                           3.1

       

όπου : 

 

Q(x) =  το πηλίκο  

 

0r   =  το υπόλοιπο 

 

 Είναι φανερό ότι το υπόλοιπο της διαιρέσεως αυτής είναι σταθερός αριθµός και βρίσκεται 

αµέσως, αν θέσουµε στον τύπο 3.1 ξ=x  : 

 

( ) 00 rr)(Q)(P =+−= ⋅ ξξξξ  

 

 

Εάν Q(x)  είναι το ζητούµενο πηλίκο, τότε θα είναι βαθµού n-1  : 

 
( ) 1n2n...

2n

1

1n

0 qxqxqxqxQ −⋅−++
−

⋅
−

⋅ ++=      
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οπότε, από την (3.1) θα έχουµε : 

  

( ) 01n2n...
2n

1

1n

0 r)x()qxqxqxq(xP +−++= ⋅−⋅−++
−

⋅
−

⋅ ξ      

 

ή 

 

( ) n1n...
1n

1

n

0 pxpxpxpxP ++= ⋅−++
−

⋅⋅  

  1n02n1n

2n

01

n

0 qrx)qq(...x)qq(xq −⋅⋅−−−
−

⋅−⋅ −+⋅++⋅+≡ ξξξ  

 

και εξισώνοντας τους αντίστοιχους συντελεστές έχουµε :   

 

00 qp =  

ξ⋅−= 011 qqp   

ξ⋅−= 122 qqp  

… 

ξ⋅−−− −= 2n1n1n qqp  

ξ⋅−−= 1n0n qrp  

 

οπότε, οι συντελεστές 1n10 q,...,q,q −  και το 0r  δίνονται απ’ τις σχέσεις : 

 

00 pq =  

ξ⋅+= 011 qpq   

ξ⋅+= 122 qpq  

… 

ξ⋅−−− += 2n1n1n qpq  

ξ⋅−+= 1nn0 qpr  

 

Οι παραπάνω τύποι του Υπολογισµού των συντελεστών του Πηλίκου και του Υπολοίπου 

µπορούν να γραφούν σε µορφή Αλγορίθµου : 

 

 

Αλγόριθµος Σχήµατος Horner 
 

Αρχή 

Υπολόγισε 00 pq =  

Για  1n..1i −=  

  Υπολόγισε  ξ⋅−+= 1iii qpq  

Υπολόγισε ξξ ⋅−+== 1nn0 qp)(Pr  

Τέλος 

 

 

 

� Με τη χρήση των παραπάνω τύπων δηµιουργούµε το παρακάτω σχήµα, το οποίο µας 

επιτρέπει τον άµεσο υπολογισµό των συντελεστών του πηλίκου και του υπολοίπου, το οποίο 

είναι γνωστό ως Σχήµα Horner : 
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Σχήµα Horner 

 

 

ξ 

p0 p1 … pn 

 q0·ξ  … qn-1·ξ 

 q0 q1  … qn )(Pr0 ξ==  

 

 

 

Παράδειγµα 3.5 

 

• ∆ίνεται το πολυώνυµο 1xxx2x3)x(P
234 −+⋅−⋅= − . Nα υπολογιστεί το )2(P . 

 

Απάντηση 

 

Κατασκευάζουµε το σχήµα Horner για το )x(P : 

 

 

2 

3 -2   -1   1        -1 

 6    8 14 30 

 3 4    7 15 29 )2(P=  

 

από το οποίο βρίσκουµε: 

 

15x7x4x3)x(Q 23 +++= ⋅⋅⋅  

   

29)2(Pr0 ==  

 

 

� Όταν το ξ είναι ρίζα του Πολυωνύµου P(x), τότε 0)(Pr0 == ξ , όπως φαίνεται στο επόµενο 

παράδειγµα : 

 

 

Παράδειγµα 3.6 

 

• ∆ίνεται το πολυώνυµο :  

 

 1xxx2x3)x(P
234 −+⋅−⋅= −  

 

Να υπολογιστούν το πηλίκο και το υπόλοιπο ( )1(P ) της διαιρέσεώς του δια του µονωνύµου 

1x − . 

 

Απάντηση 

 

Κατασκευάζουµε το σχήµα Horner για το )x(P : 

 

 

1 

3 -2   -1   1        -1 

 3  1 0 1 

 3 1  0 1 0 )1(P=  
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από το οποίο βρίσκουµε: 

1xx3)x(Q 23 ++= ⋅  

 

0)1(Pr0 ==  

 

 

3.3.1 Υπολογισµός Τιµής Παραγώγου Πολυωνύµου σε Κάποιο Σηµείο 

 

Αν παραγωγίσουµε τη σχέση (3.1) θα έχουµε : 

 

( ) )x(Q)x()x(Qr)x(Q)x()x(Q)x(xP
''

0

''' ⋅−+=+⋅−+⋅−= ξξξ  

 

και 

 

( ) )(Q)(Q)()(QP
'' ξξξξξξ =⋅−+=  

 

δηλαδή, η Τιµή της Παραγώγου του Πολυωνύµου )x(P  στο ξ=x  ισούται µε την Τιµή του 

Πολυωνύµου )x(Q  στο ξ=x , η οποία µπορεί να υπολογισθεί µε το σχήµα του Horner : 

 

( ) 1r)x(C)x(xQ +⋅−= ξ  

 

όπου ( ) 2n3n...
3n

1

2n

0 cxcxcxcxC −−++
−− +⋅⋅+⋅=  

 

 

 

ξ 

q0 q1 … qn-1 

 c0·ξ  … cn-2·ξ 

 c0 c1  … cn-1 )(P)(Qr
'

1 ξξ ===  

 

 

 

Παράδειγµα 3.7 

 

• ∆ίνεται το πολυώνυµο 1xxx2x3)x(P
234 −+⋅−⋅= − . Να βρεθεί µε το Σχήµα του Horner η 

τιµή της παραγώγου του στο σηµείο 1=ξ . 

 

Απάντηση 

 

Εφαρµόζουµε 2 φορές το Σχήµα του Horner για το P(x) και Q(x), οπότε έχουµε : 

  

 

 

1 

  3    -2     -1       1       -1 

                 3      1       0        1 

   3     1      0       1        0 )1(P=  

 

1 

 

                 3      4       4 

   3     4      4       5 )1(P
'=  
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3.3.2 Υπολογισµός των Τιµών Όλων των Παραγώγων Πολυωνύµου σε Κάποιο Σηµείο 

 

Για την εύρεση των τιµών όλων των παραγώγων του πολυωνύµου 

( ) n1n...
1n

1

n

0 pxpxpxpxP +⋅⋅+⋅= −++
−  ( 0p0 ≠ ) στο σηµείο  ξ=x  εργαζόµαστε ως εξής. 

Καταρχήν από το θεώρηµα του Taylor έχουµε :  

 

( ) )(P
!n

)x(
...)(P

!2

)x(
)(P

!1

)x(
)(PxP

)n(
n

''
2

' ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ ⋅
−

++⋅
−

+⋅
−

+=                                  (3.2) 

 

Εφαρµόζοντας τώρα διαδοχικά την ταυτότητα της διαιρέσεως του ( )xP  δια του ( )ξ−x  και στη 

συνέχεια των διαδοχικών πηλίκων δια ( )ξ−x  θα έχουµε : 

 

nn

1nn1n

232

121

01

r0)x()x(Q

r)x(Q)x()x(Q

.

.

.

r)x(Q)x()x(Q

r)x(Q)x()x(Q

r)x(Q)x()x(P

+⋅−≡

+⋅−≡

+⋅−≡

+⋅−≡

+⋅−≡

−−

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

 

 

 

Από τις παραπάνω σχέσεις µε διαδοχικές αντικαταστάσεις έχουµε : 

 

011n

1n

n

n

012

2

01201

rr)x(...r)x(r)x(

...rr)x()x(Q)x(

r)r)x(Q)x(()x(r)x(Q)x()x(P

+⋅−++⋅−+⋅−≡

≡≡+⋅−+⋅−

≡++⋅−⋅−≡+⋅−≡

−
− ξξξ

ξξ

ξξξ

            (3.3) 

 

 

Εξισώνοντας τώρα τους συντελεστές των ίδιων δυνάµεων του ( )ξ−x  στα δυο αναπτύγµατα των 

δεξιών µελών των σχέσεων (3.2) και (3.3) θα έχουµε : 

 

)(Pr0 ξ=  

!1/)(Pr
'

1 ξ=  

!2/)(Pr
''

2 ξ=  

… 

!n/)(Pr (n)

n ξ=  

 

 

Οπότε γενικά ισχύει : 

 

n)1(0k|r!k)(P k

)k( ==ξ  
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Από τις παραπάνω σχέσεις και από το γεγονός ότι οι συντελεστές n)1(0k|rk =  είναι τα υπόλοιπα 

των διαιρέσεων των πολυωνύµων n)1(0k|)x(Qk =  δια του µονωνύµου )x( ξ− , δηλαδή οι τιµές 

n)1(0k|)(Qk =ξ , συµπεραίνεται ότι µε επανειληµµένες εφαρµογές του σχήµατος του Horner 

είναι δυνατό να βρούµε τόσο την τιµή του πολυωνύµου όσο και των παραγώγων του στο σηµείο 

ξ=x . 

 

 

 

Παράδειγµα 3.8 

 

• ∆ίνεται το πολυώνυµο 1xxx2x3)x(P
234 −+⋅−⋅= − . Να βρεθεί µε το Σχήµα του Horner η 

τιµή όλων των παραγώγων του στο σηµείο 1=ξ . 

 

Απάντηση 

 

Εφαρµόζουµε όσες φορές χρειάζεται το Σχήµα του Horner για τα P(x) και n)1(0k|)x(Qk = , 

έχουµε : 

  

 

1 

3 -2 -1  1 -1 

  3  1 0 1 

 3 1 0 1 0 0r=  

1  3 4 4 

 

1     
3 4 4 5 1r=  

            3          7 

 

1 
3         7        11 2r=  

           3 

 

1 
3      10 3r=  

 3 4r=  

 

Εφαρµόζοντας τον τύπο k0

)k(
r!k)x(p =  για 4)1(0k =  βρίσκουµε  

 

72324r!4)1(P

60106r!3)1('''P

22112r!2)1(''P

551r!1)1('P

001r!0)1(P

4

iv

3

2

1

0

=⋅=⋅=

=⋅=⋅=

=⋅=⋅=

=⋅=⋅=

=⋅=⋅=

 

 

 

 

Παράδειγµα 3.9 

 

• ∆ίνεται το πολυώνυµο 5x4x3)x(p
2 +⋅−⋅≡ . Με επανειληµµένες εφαρµογές του σχήµατος 

του Horner να γραφτεί µε τη µορφή 2
2)-(xγ 2)-x()x(P ⋅+⋅+≡ βα . 
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Απάντηση 

 

Χρησιµοποιώντας το θεώρηµα του Tailor µε 2=ξ , το πολυώνυµο που δόθηκε µπορεί να γραφτεί 

ως εξής : 

 

)2(''P
!2

)2x(
)2('P

!1

)2x(
)2(P5x4x3)x(P

2
2 ⋅

−
+⋅

−
+≡+⋅−⋅≡  

 

Όµως ισχύει  

 

2)1(0k|r!k)(P k

)k( =⋅=ξ  

 

οπότε θα έχουµε τελικά : 

 
2

210 )2x(r)2x(rr)x(P −⋅+−⋅+≡ . 

 

εποµένως 

 

0r=α , 1rβ =  και 2r=γ .  

 

 

Εφαρµόζουµε όσες φορές χρειάζεται το Σχήµα του Horner για τα P(x) και n)1(0k|)x(Qk = , 

έχουµε : 

  

 

 

2 

3 -4 5 

 6 4 

 3 2 9 0r=  

      2  6   

 
    

3 8 1r=  

 

 3 2r=  

 

 

οπότε το πολυώνυµο που δόθηκε µπορεί να γραφτεί ως εξής : 

 
22

210

2
2)-(x3 2)-x(892)-(xr 2)-x(rr5x4x3)x(P ⋅+⋅+=⋅+⋅+≡+⋅−⋅≡  

 

ενώ η τιµή του Πολυωνύµου και των παραγώγων του στο σηµείο 2=ξ  θα είναι : 

 

632r!2)2(''P

881r!1)2('P

991r!0)2(P

2

1

0

=⋅=⋅=

=⋅=⋅=

=⋅=⋅=
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Άλυτες Ασκήσεις 3
ου

 Κεφαλαίου 

 

1. Να χρησιµοποιηθούν οι 5n = πρώτοι όροι του αναπτύγµατος για τον υπολογισµό της  

Σειράς 
4

1
x,

!i

x
e

0i

i
x =∑=

∞

=
 και να βρεθεί τη ∆ιόρθωση και το ανώτατο φράγµα για τη 

∆ιόρθωση *

5n ss)x(r)x(r −== . 

2. Να αναπτυχθεί η συνάρτηση 
x1

1
)x(f

+
=  σε σειρά MacLaurin. 

3. Να χρησιµοποιηθούν οι 5n = πρώτοι όροι του αναπτύγµατος για τον υπολογισµό της  

Σειράς 
2

1
x,

x1

1
)x(f =

+
=  και να βρεθεί τη ∆ιόρθωση και το ανώτατο φράγµα για τη 

∆ιόρθωση *

5n ss)x(r)x(r −== . 

4. Να αναπτυχθεί η συνάρτηση )xsin()x(f =  σε σειρά MacLaurin. 

5. Να χρησιµοποιηθούν οι 5n = πρώτοι όροι του αναπτύγµατος για τον υπολογισµό της  

Σειράς π/4x),xsin()x(f ==  και να βρεθεί η ∆ιόρθωση και το ανώτατο φράγµα για τη 

∆ιόρθωση *

5n ss)x(r)x(r −== . 

6. ∆ίνεται το Πολυώνυµο 1x)x(p
3 −= .  Να βρεθεί µε το Σχήµα του Horner η τιµή του στο 

σηµείο 1=ξ . 

7. ∆ίνεται το Πολυώνυµο 1x)x(P
3 −= .  Να βρεθεί µε το Σχήµα του Horner η τιµή της 

παραγώγου στο σηµείο 1=ξ . 

8. ∆ίνεται το πολυώνυµο 1x2x3)x(P
23

+⋅−⋅= . Να βρεθεί µε το Σχήµα του Horner η τιµή 

των παραγώγων του στο σηµείο 3=ξ . 

9. ∆ίνεται το πολυώνυµο 2x2x2)x(p
2 −⋅−⋅≡ . Με επανειληµµένες εφαρµογές του σχήµατος 

του Horner και µόνο να γραφτεί µε τη µορφή 2
1)-(xγ 1)-x()x(P ⋅+⋅+≡ βα . 
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Αριθµητική 

Επίλυση  

Εξισώσεων  

 

 

Προσδιορισµός ∆ιαστηµάτων των Ριζών Εξίσωσης 

Τάξη Σύγκλισης 

Μέθοδος της ∆ιχοτόµησης  (Bolzano) 

Μέθοδος της Εσφαλµένης Θέσης 

Μέθοδος των ∆ιαδοχικών Προσεγγίσεων 

Μέθοδος Νewton-Raphson 

Μέθοδος της Χορδής 

Άλλες Μέθοδοι 
 

4.1 Προσδιορισµός ∆ιαστηµάτων των Ριζών Εξίσωσης 
 

 Είναι γνωστό απ’ τα στοιχειώδη Μαθηµατικά ότι µόνο Πολυωνυµικές Εξισώσεις µέχρι 

τετάρτου βαθµού µπορούν να επιλυθούν µε µαθηµατικούς τύπους. Για Πολυωνυµικές Εξισώσεις 

µεγαλύτερου βαθµού ή πολύπλοκες, ( π.χ. η εξίσωση 0)xsin(e)x(f
x =+=  ), είναι αναγκαία η 

ανάπτυξη προσεγγιστικών  µεθόδων για την επίλυσή τους. Η εξίσωση θα έχει γενικά τη µορφή : 

 

ℜ⊆∈= )b,a(x,0)x(f ,   )x(f συνεχής  και παραγωγίσιµη στο  ℜ⊆= ]b,a[I               

 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.1 : Ο πραγµατικός αριθµός ξ θα ονοµάζεται  ρίζα της εξίσωσης 0)x(f = , εάν : 

   
   0)(f =ξ  



Αριθμητική Ανάλυση & Προγραμματισμός Επιστημονικών Εφαρμογών               Γουλιάνας   Κώστας               2011 Σελίδα 49 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 4.1: Αν η συνάρτηση 0)x(f =  είναι συνεχής στο διάστηµα ℜ⊆]b,a[ και ισχύει 

0)b(f)a(f <⋅ , τότε υπάρχει τουλάχιστον µια πραγµατική ρίζα ξ στο 

( ) ℜ⊆= b,aI : 0)(f =ξ . 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 4.2: Αν η συνάρτηση 0)x(f =  είναι συνεχής στο διάστηµα ℜ⊆]b,a[ και ισχύει 

0)b(f)a(f <⋅ , αν η παράγωγος )x(f
'

 διατηρεί το πρόσηµο στο ]b,a[ , δηλαδή 

0)x(f
' >  ή 0)x(f

' < , ]b,a[x ∈∀ , τότε υπάρχει µια µοναδική πραγµατική ρίζα 

ξ στο ( ) ℜ⊆= b,aI : 0)(f =ξ  

 

 

� Για τον προσδιορισµό των διαστηµάτων των ριζών µιας εξίσωσης στο ( )b,aI =  

χρησιµοποιούµε τον παρακάτω αλγόριθµο : 

 

 

Αλγόριθµος Προσδιορισµού των ∆ιαστηµάτων των Ριζών µιας Εξίσωσης 

 

Αν 0)b(f)a(f <⋅  τότε 

 Υπάρχει τουλάχιστον µια ρίζα ή περισσότερες (περιττού πλήθους ) στο ( )b,aI =  

Αν 0)b(f)a(f >⋅  τότε 

 ∆εν υπάρχει ρίζα ή υπάρχουν αρτίου πλήθους ρίζες στο ( )b,aI =  

 

 

 

Παράδειγµα 4.1      

 

• ∆ίνεται το Πολυώνυµο 0x4x)x(P
3 =⋅−= .  Να βρεθεί πόσες και ποιες ρίζες υπάρχουν στα 

διαστήµατα ( ) ( ) ( ) ( )4,3,3,1,3,1,3,3 −−−− .  

 

Απάντηση 

 

01515)3(P)3(P <⋅−=⋅− , υπάρχει περιττός αριθµός ριζών ( 3 ρίζες, 2,0,2 321 ==−= ξξξ  )  

0153)3(P)1(P <−⋅=−⋅− , υπάρχει µία ρίζα  ( 21 −=ξ )  

0153)3(P)1(P >⋅=⋅− , υπάρχει άρτιος αριθµός ριζών (2 ρίζες, 2,0 21 == ξξ ) 

04815)4(P)3(P >⋅=⋅ , δεν υπάρχει καµιά ρίζα  

 

� Εάν είναι γνωστό ότι στο διάστηµα ( )b,aI =  περιέχονται όλες οι ρίζες µιας εξίσωσης, τότε η 

εύρεση του διαστήµατος της κάθε ρίζας ακολουθεί τα παρακάτω βήµατα : 
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Αλγόριθµος Προσδιορισµού του ∆ιαστήµατος της κάθε Ρίζας µιας Εξίσωσης 

 

1) ∆ιαιρούµε το διάστηµα ( )b,aI =  σε n ίσα µέρη ώστε η διαφορά  
n

ab
h

−
=  να είναι ένας     

πολύ µικρός αριθµός και σε κάθε σηµείο της υποδιαίρεσης βρίσκουµε το πρόσηµο της )x(f . 

2) Βρίσκουµε δύο διαδοχικές αλλαγές του προσήµου της )x(f  και έστω  1kk a,a +  τα σηµεία 

στα οποία αντιστοιχεί η αλλαγή αυτή, τότε µεταξύ των σηµείων αυτών υπάρχει τουλάχιστον 

µία ρίζα της 0)x(f = . 

3) Βρίσκουµε τη ρίζα και επαναλαµβάνουµε τα βήµατα 2,3. 

      

 

Παράδειγµα 4.2      

 

• ∆ίνεται το Πολυώνυµο 0x4x)x(P
3 =⋅−= .  Να βρεθούν τα υπο-διαστήµατα στα οποία 

υπάρχουν ρίζες, αν ( ) ( )5.5,5.5b,a −=  και 11n = . 

 

Απάντηση 

 

1) Βρίσκουµε το βήµα 1
11

)5.5(5.5

n

ab
h =

−−
=

−
=  

2) ∆ιαιρούµε το διάστηµα ( )b,aI =  στα σηµεία 5.0,5.1,5.2,5.3,5.4,5.5 −−−−−−  

5.5,5.4,5.3,5.2,5.1,5.0, . 

 

3) Βρίσκουµε το πρόσηµο των τιµών του Πολυωνύµου )x(P  σ’ αυτά τα σηµεία, όπως φαίνονται 

στον παρακάτω πίνακα : 

 

 
++++−−++−−−−

−−−−−−

)x(P

5.55.45.45.25.15.05.05.15.25.35.45.5x
 

 

4) Το Πολυώνυµο έχει τρεις πραγµατικές ρίζες, στα διαστήµατα ( ) ( ) ( )5.2,5.1,5.0,5.0,5.1,5.2 −−− . 

 

 

Παράδειγµα 4.3     

 

• ∆ίνεται το Πολυώνυµο 0x4x)x(P
3 =⋅−= .  Να ελεγχθεί αν η ρίζα που υπάρχει στο διάστηµα 

( )1,1−  είναι µοναδική.  

 

Απάντηση 

 

0)3(3)1(P)1(P <−⋅=⋅− , άρα υπάρχει τουλάχιστον µια ρίζα στο ( )1,1−  

4x3)x(P
2' −⋅= ,   

014)1(3)1(P
2' <−=−−⋅=−  

014)1(3)1(P
2' <−=−⋅=  

044)0(3)0(P
2' <−=−⋅=  



Αριθμητική Ανάλυση & Προγραμματισμός Επιστημονικών Εφαρμογών               Γουλιάνας   Κώστας               2011 Σελίδα 51 

 

Εποµένως, ισχύει ]1,1[x,0)x(P
' −∈∀< , οπότε η ρίζα που υπάρχει στο διάστηµα ( )1,1−  είναι 

µοναδική.  

 

 

 

 

Παράδειγµα 4.4    

 

• Να προσδιοριστούν  διαστήµατα των ριζών της εξίσωσης :          

   

 01x3e)x(f
x =+⋅+=  

 

Απάντηση 

 

Αν πάρουµε την παράγωγο της συνάρτησης βρίσκουµε ότι ℜ∈∀>+= x03e)x(f
x' , πράγµα που 

σηµαίνει ότι η συνάρτηση είναι µονίµως αύξουσα και επειδή +∞→−∞→
+∞→−∞→ xx

)x(f,)x(f  η εξίσωση 

έχει µία µόνο ρίζα στο ℜ . 

 

 

Παρατήρηση 

 

� Αν η εύρεση των ριζών της παραγώγου του πολυωνύµου είναι εύκολη, ο προηγούµενος 

αλγόριθµος τροποποιείται ως εξής : 

 

 

 

Αλγόριθµος Προσδιορισµού του ∆ιαστήµατος της κάθε Ρίζας µιας Εξίσωσης 

 

1. Βρίσκουµε τις 1n −  ρίζες ( 1n21 ,...,, −ξξξ ) της παραγώγου του πολυωνύµου )x(P , βαθµού n 

µε n πραγµατικές ρίζες. 

 

2. ∆ιαιρούµε το διάστηµα ( )b,aI =  στα n υποδιαστήµατα )b,[],...,,[],a,( 1n211 −ξξξξ  και σε 

κάθε σηµείο της υποδιαίρεσης βρίσκουµε το πρόσηµο της )x(f . 

 

3. Βρίσκουµε δύο διαδοχικές αλλαγές του προσήµου της )x(f  και έστω  1kk a,a +  τα σηµεία στα 

οποία αντιστοιχεί η αλλαγή αυτή, τότε µεταξύ των σηµείων αυτών υπάρχει τουλάχιστον µία 

ρίζα της 0)x(f = . 

 

4. Βρίσκουµε τη ρίζα και επαναλαµβάνουµε τα βήµατα 3,4. 

      

 

 

Παράδειγµα 4.5     

 

• ∆ίνεται το Πολυώνυµο 0x4x)x(P
3 =⋅−= .  Να βρεθούν τα υπο-διαστήµατα στα οποία 

υπάρχουν ρίζες, αν ( ) ( )5.5,5.5b,a −= . 
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Απάντηση 

 

1) Η παράγωγος του Πολυωνύµου P(x)  είναι : 

4x3)x(P
2' −⋅=  

 

µε ρίζες 
3

4
,

3

4
21 =−= ξξ . 

 

2) ∆ιαιρούµε το διάστηµα ( ) ( )5.5,5.5b,a −=  στα υπο-διαστήµατα 









−−

3

4
,5.5 , 










−

3

4
,

3

4
, 











5.5,

3

4
. 

 

 

3) Βρίσκουµε το πρόσηµο των τιµών του Πολυωνύµου )x(P  σ’ αυτά τα σηµεία, όπως φαίνονται 

στον παρακάτω πίνακα : 

 

 

+−+−

−−

)x(P

5.5
3

4

3

4
5.5x

 

 

4) Το Πολυώνυµο έχει τρεις πραγµατικές ρίζες στα διαστήµατα 









−−

3

4
,5.5 , 










−

3

4
,

3

4
, 











5.5,

3

4
. 

 

 

 

 Παρατήρηση  

 

� Για την εύρεση του διαστήµατος ( )b,a , στο οποίο ανήκουν όλες οι πραγµατικές ρίζες ενός 

πολυωνύµου, µε τη βοήθεια του Σχήµατος του Horner διατυπώνουµε τα παρακάτω 

Θεωρήµατα: 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 4.3: Αν το Πολυώνυµο 0)x(P = , βαθµού n , έχει n  πραγµατικές ρίζες ( n21 ,...,, ξξξ )  

και για τους συντελεστές του Πηλίκου )x(Q
 
του Σχήµατος του Horner που 

προκύπτει απ’ τη διαίρεση του πολυωνύµου )x(P  δια του bx − , δηλαδή 

nq)bx()x(Q)x(P +−⋅= , µε 0b > ισχύουν 0q,...,q,q n21 ≥  και 0pq 00 >= , 

τότε n,...,2,1i,i =∀ξ  ισχύει : n,...,2,1i,bi =≤ξ , δηλαδή το b θα είναι το άνω 

φράγµα των ριζών n,...,2,1i,i =ξ . 
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  : 

 

Με την εφαρµογή του Σχήµατος του Horner θα έχουµε : 

 

0q)bx()q...xqxq(q)bx()x(Q)x(P n1-n

2n

1

1n

0n >+−⋅++⋅+⋅=+−⋅= −−  

διότι, bx >∀  θα ισχύει 0xq 1n

0 >⋅ − , 0xq
2n

1 ≥⋅ − ,…, 0q 1-n ≥ , 0)bx( >− , 0qn ≥ , πράγµα που 

σηµαίνει ότι καµιά τιµή µεγαλύτερη του b δεν θα είναι ρίζα του Πολυωνύµου )x(P , οπότε 

n,...,2,1i,i =∀ξ  θα ισχύει : n,...,2,1i,bi =≤ξ . 

 

� Για την εύρεση του κάτω φράγµατος των ριζών n,...,2,1i,i =ξ , δηµιουργούµε το  

Πολυώνυµο  

 

=+−⋅++−⋅+−⋅⋅=−⋅ −
−

)p)x(p...)x(p)x(p((-1))x(P(-1) n1n

1n

1

n

0

nn  

 

n

n

1n

1n1n

1

1n2n

0 p)1(xp)1(...xp)1(xp ⋅−+⋅⋅−++⋅⋅−+⋅= −
−−−  

 

και κάνουµε εφαρµογή του Θεωρήµατος 4.3 για 0>α  

 

οπότε n,...,2,1i,i =∀ξ  θα ισχύει : n,...,2,1i,ai =≤− ξ  ή n,...,2,1i,ai =−≥ξ  και οι ρίζες θα 

ανήκουν στο διάστηµα ( )ba,- . 

 

 

 

Παράδειγµα 4.6    

 

• ∆ίνεται το Πολυώνυµο 0x2x)x(P
2 =⋅−= .  Να βρεθεί διάστηµα ( )ba,  που να περιέχει τις 2 

πραγµατικές ρίζες 2,0, 21 =ξξ  ( άνω και κάτω φράγµα ). 

 

Απάντηση 

 

Για 1b = , εφαρµόζουµε το Σχήµα Horner : 

 

 

1 

1 -2 0   

 1  -1   

 1=q0 -1=q1 -1=q2 )1(P=  

 

Για τους συντελεστές 21 q,q  ισχύει 0q,q 21 < , οπότε εφαρµόζουµε το Σχήµα Horner για 3b = : 

 

 

3 

1 -2   0   

 3  3   

 1=q0 1=q1 3=q2 )3(P=   

 

Οι συντελεστές 0q,...,q,q n21 ≥  και 0pq 00 >= , οπότε n,...,2,1i,i =∀ξ  ισχύει : 

n,...,2,1i,3bi ==≤ξ . 
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∆ηµιουργούµε το  Πολυώνυµο : 

 

2)x(xx2x))x(2)x(((-1))x(P(-1)
2222 +⋅=⋅+=−⋅−−⋅=−⋅    

 

µε ρίζες 2,0, 21 −=−− ξξ  και κάνουµε εφαρµογή του Θεωρήµατος 4.3 για 1a =   : 

 

 

1 

1 2   0   

 1  3   

 1=q0 3=q1 3=q2 )1(P=   

 

Οι συντελεστές 0q,...,q,q n21 ≥  και 0pq 00 >= , οπότε n,...,2,1i,i =∀ξ  ισχύει : 

n,...,2,1i,a1i ==≤− ξ  ή n,...,2,1i,1i =−=−≥ αξ  και οι ρίζες ανήκουν στο διάστηµα 

( ) ( )3,1ba,- −= . 

 

 

 

4.2  Τάξη Σύγκλισης 

 

• Για τον ακριβή προσδιορισµό κάθε µιας από τις ρίζες αυτές θα χρησιµοποιήσουµε κάποια από 

τις παρακάτω περιγραφόµενες µεθόδους επίλυσης εξισώσεων. Για την ταχύτητα σύγκλισης της 

κάθε µεθόδου, δίνεται ο παρακάτω ορισµός : 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.2 : Αν n210 x,...,x,x,x  είναι µια ακολουθία τιµών που συγκλίνει στη ρίζα ξ της 

εξίσωσης 0)x(f =  και ,xnn ξε −=   υπάρχουν  p και 0C ≠  : 

   

   Clim p

n

1n

n

=+

−∞→ ε

ε
 

 

  όπου :   p = Τάξη Σύγκλισης 

   C = Σταθερά Σφάλµατος 

 

1p =  : Η Τάξη Σύγκλισης είναι 1 και η Σύγκλιση Γραµµική 

2p =  : Η Τάξη Σύγκλισης είναι 2 και η Σύγκλιση Τετραγωνική 

3p =  : Η Τάξη Σύγκλισης είναι 3 και η Σύγκλιση Κυβική 

 

 

 

4.3  Μέθοδος της ∆ιχοτόµησης  (Bolzano) 

 

� H Μέθοδος της ∆ιχοτόµησης είναι η πιο απλή µέθοδος επίλυσης εξισώσεων. Τα 

χαρακτηριστικά της είναι η αργή ( γενικά ) σύγκλιση της µεθόδου και ο γνωστός εκ των 

προτέρων αριθµός των επαναλήψεων που απαιτούνται για τη σύγκλιση της µεθόδου. 
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x2 

b0 

ξ 

x0=b1 

(a0,f(a0)) 

(x0,f(x0)) 

x1=b2 

a0=a1=a2 

(x1,f(x1)) 

(x2,f(x2)) 

4.3.1  Περιγραφή της Μεθόδου της ∆ιχοτόµησης 

 

 Έστω η εξίσωση 0f(x) =  µε µια ρίζα ξ στο διάστηµα ( )000 b,aI = . Υποθέτουµε ότι για τη 

συνάρτηση f(x)  ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήµατος (4.1)  και η εξίσωση έχει µία µοναδική ρίζα 

στο διάστηµα ( )000 b,aI = . Για την εύρεση της ρίζας ξ, απαιτούνται τα παρακάτω βήµατα : 

 

1. Βρίσκουµε την πρώτη προσέγγιση της ζητούµενης ρίζας που είναι το σηµείο 
2

ba
x 00

0

+
=   

2. Αν το 0x  δεν είναι η ρίζα, ψάχνουµε τη ρίζα σ' ένα από τα υπο-διαστήµατα ( ) ( )0000 b,x,x,a , 

στο πρώτο, αν 0)x(f)a(f 00 <⋅  ή στο δεύτερο, αν 0)b(f)x(f 00 <⋅ .  

 

3. Στην πρώτη περίπτωση νέο διάστηµα εντοπισµού της ρίζας είναι το ( ) ( )00111 x,ab,aI == , ενώ 

στη δεύτερη ( ) ( )00111 b,xb,aI ==  

 

4. Βρίσκουµε τη νέα προσέγγιση της ζητούµενης ρίζας που είναι το σηµείο :  

 

  
2

ba
x 11

1

+
=   

 

και επαναλαµβάνουµε τα βήµατα 2, 3, 4, µέχρι να βρούµε µια ικανοποιητική προσέγγιση για τη 

ρίζα ξ. 

 

 

4.3.2  Γεωµετρική Ερµηνεία της Μεθόδου της ∆ιχοτόµησης 

 

Η Γεωµετρική Ερµηνεία της µεθόδου φαίνεται στο Σχήµα 4.1 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Σχήµα 4.1 : Γεωµετρική Ερµηνεία της µεθόδου της ∆ιχοτόµησης  

 

 

 

f(x) 

x 

y 
(b0,f(b0)) 
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4.3.3  Αλγόριθµος της Μεθόδου της ∆ιχοτόµησης 

 

 Αν θελήσουµε να υλοποιήσουµε την παραπάνω µέθοδο στον Η/Υ, χρησιµοποιούµε τον 

παρακάτω αλγόριθµο : 

 

 Αλγόριθµος της Μεθόδου της ∆ιχοτόµησης 

 

Αρχή 

Βρίσκουµε διάστηµα  ( )b,a  τέτοιο ώστε να ισχύει 0)b(f)a(f <⋅  

Βρίσκουµε το µέσον του διαστήµατος 
2

ba
x

+
=  

Για Όσο 
6

10 f(x)
−>  

{ 

 Αν 0)x(f)a(f <⋅  τότε xb =  

 Αν 0)b(f)x(f <⋅  τότε xa =  

 Βρίσκουµε τη νέα προσέγγιση 
2

ba
x

+
=  

} 

Τέλος 

 

4.3.4  Σύγκλιση της Μεθόδου της ∆ιχοτόµησης 

 

 H ακολουθία των προσεγγίσεων n210 x,...,x,x,x που δηµιουργείται µε την εφαρµογή της 

µεθόδου, όπως περιγράφηκε στο 4.3.1 θα συγκλίνει στη ρίζα ξ της εξίσωσης .0)x(f =   Αν 

ξε −= nn x  το σφάλµα της n επανάληψης θα ισχύει :  

 

2

ab
a

2

ab

2

a2ab

2

ab
x nn

n

nnnnnnn

nn

−
≈−+

−
=−

⋅+−
=−

+
=−= ξξξξε  

 

Σύµφωνα µε τον τρόπο που διχοτοµήσαµε τα υπο-διαστήµατα, το κάθε νέο διάστηµα έχει το µισό 

µήκος του προηγούµενου, δηλαδή : 

 

2

ab
ab 00

11

−
=−  

2

0011

22
2

ab

2

ab
ab

−
=

−
=−  

 

και επαγωγικά : 

 

n

001n1n

nn
2

ab

2

ab
ab

−
=

−
=− −−  

 

οπότε : 

1n

00nn

nn
2

ab

2

ab
x

+

−
=

−
≈−= ξε  
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Αλλά : 

 

0
2

ab
lim

1n

00

n

=
−

+

∞→

, οπότε 0xlimlim n
n

n
n

=−=
∞→∞→

ξε   

 

και τελικά  

 

 ξ=
∞→

n
n

xlim ,  

 

δηλαδή η ακολουθία των προσεγγίσεων n210 x,...,x,x,x  συγκλίνει στη ρίζα ξ. 

 

 

4.3.5  Τάξη Σύγκλισης της Μεθόδου της ∆ιχοτόµησης 

 

 Όπως δείξαµε στην  4.3.4 για το σφάλµα της n και n+1 επανάληψης θα ισχύει   : 

 

1n

00nn

nn
2

ab

2

ab
x

+

−
=

−
≈−= ξε  και 

2n

001n1n

1n1n
2

ab

2

ab
x

+
++

++

−
=

−
≈−= ξε  

 

οπότε : 

2

1

2

ab

2

ab

lim

1n

00

2n

00

n

1n

n
=

−

−

≈

+

+
+

∞→ ε

ε
,  εποµένως η σύγκλιση είναι γραµµική. 

 

4.3.6  Ελάχιστος Αριθµός Επαναλήψεων για τη Σύγκλιση της Μεθόδου της ∆ιχοτόµησης 

 

 Στη µέθοδο της ∆ιχοτόµησης, στις περισσότερες περιπτώσεις, µπορούµε να υπολογίσουµε εκ 

των προτέρων τον αριθµό επαναλήψεων που θα χρειαστούν για να συγκλίνει η µέθοδος. Αν n είναι 

ο αριθµός των επαναλήψεων n210 x,...,x,x,x
 
και ξε −= nn x  το σφάλµα της n επανάληψης, θα 

ισχύει :  

1n

00nn

n

nnnn

nn
2

ab

2

ab
a

2

ab

2

ab
x

+

−
=

−
≈−+

−
=−

+
=−= ξξξε  

 

Αν στην προσέγγιση που θέλουµε ζητάµε ακρίβεια k δεκαδικών ψηφίων θα έχουµε : 

 

k

00

n

k

00

1n

k

1n

00

n 10ab2
10ab2

1

2

1
10

2

1

2

ab
⋅−≥⇒

⋅−⋅
≤⇒≤

−
≈

+
−

+
ε  

 

οπότε λογαριθµίζοντας θα έχουµε : 

 

( )k

00 10ablog2logn ⋅−≥⋅  

 

και τελικά : 
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( )
2log

10ablog
n

k

00 ⋅−
≥ , όπου 3017.02log =  

 

 

Παράδειγµα 4.7    

 

• Να βρεθεί το ελάχιστο πλήθος των επαναλήψεων  n που απαιτούνται για την εύρεση της ρίζας  

2=ξ  της εξίσωσης  0x4x)x(f
3 =⋅−=  στο διάστηµα ( )4.2,4.1  µε ακρίβεια 1 δεκαδικού 

ψηφίου ( k=1 ) και να βρεθούν οι επαναλήψεις n210 x,...,x,x,x :          

 

Απάντηση 

 

( ) ( ) ( )
33.3

3017.0

1

3017.0

10log

3017.0

104.14.2log

2log

10ablog
n

11k

00 ≈===
⋅−

=
⋅−

≥  

 

άρα απαιτούνται τουλάχιστον 3 επαναλήψεις. 

 

0856.26.5744.24.144.1a4a)a(f
3

0

3

00 <−=−=⋅−=⋅−= ,  

0224.46.9824.134.244.2b4b)b(f
3

0

3

00 >=−=⋅−=⋅−=  

0224.4856.2)b(f)a(f 00 <⋅−=⋅ , εποµένως υπάρχει ρίζα στο ( ) ( )4.2,4.1b,a 00 =  

 

9.1
2

8.3

2

4.24.1

2

ba
x 00

0 ==
+

=
+

= ,      
1

2
1

00 1005.01.029.1x
−⋅=>=−=−= ξε  

0741.06.7859.69.149.1x4x)x(f
3

0

3

00 <−=−=⋅−=⋅−= , 0224.4741.0)b(f)x(f 00 <⋅−=⋅ ,

( ) ( )4.2,9.1b,a 11 = , 

15.2
2

3.4

2

4.29.1

2

ba
x 11

1 ==
+

=
+

= ,    
1

2
1

11 1005.015.0215.2x
−⋅=>=−=−= ξε  

034.16.894.915.2415.2x4x)x(f 3

1

3

11 >=−=⋅−=⋅−= ,  

( ) ( )15.2,9.1b,a 22 = , 

 

 

025.2
2

05.4

2

15.29.1

2

ba
x 22

2 ==
+

=
+

= ,  
1

2
1

22 1005.0025.02025.2x
−⋅=<=−=−= ξε  

 

 

 

4.4   Μέθοδος της Εσφαλµένης Θέσης 
 

 Μία βελτίωση της µεθόδου της διχοτόµησης αποτελεί η Μέθοδος της Εσφαλµένης Θέσης 

(Regula Falsi). Η µέθοδος ισχύει, αν πληρούνται οι προϋποθέσεις του Θεωρήµατος 4.1. 
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P(b0) 

ξ 

Μ (x0=b1) 

Α(a0,f(a0)) 

Β1(x0,f(x0)) 

x1=b2 

a0=a1=a2 
f(x1) 

) 

S 

4.4.1  Περιγραφή της Μεθόδου της Εσφαλµένης Θέσης 

 

 Έστω η εξίσωση 0f(x) =  µε µια ρίζα ξ στο διάστηµα ( )000 b,aI = . Υποθέτουµε ότι για τη 

συνάρτηση f(x)  ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήµατος 4.1 και η εξίσωση έχει µία µοναδική ρίζα 

στο διάστηµα ( )000 b,aI = . Για την εύρεση της ρίζας ξ, απαιτούνται τα παρακάτω βήµατα: 

       

1. Βρίσκουµε την πρώτη προσέγγιση της ζητούµενης ρίζας που είναι το σηµείο 

)b(f
)a(f)b(f

ab
bx 0

00

00

00 ⋅
−

−
−=   

2. Αν το 0x  δεν είναι η ρίζα, ψάχνουµε τη ρίζα σ' ένα από τα υποδιαστήµατα ]b,x[],x,a[ 0000 , 

στο πρώτο, αν 0)x(f)a(f 00 <⋅  ή στο δεύτερο, αν 0)b(f)x(f 00 <⋅ .  

3. Στην πρώτη περίπτωση νέο διάστηµα εντοπισµού της ρίζας είναι το ( ) ( )00111 x,ab,aI == , ενώ 

στη δεύτερη ( ) ( )00111 b,xb,aI ==  

 

4. Βρίσκουµε τη νέα προσέγγιση της ζητούµενης ρίζας που είναι το σηµείο :  

  )b(f
)a(f)b(f

ab
bx 1

11

11

11 ⋅
−

−
−=   

 

και επαναλαµβάνουµε τα βήµατα 2, 3, 4, µέχρι να βρούµε µια ικανοποιητική προσέγγιση για τη 

ρίζα ξ. 

 

4.4.2  Γεωµετρική Ερµηνεία της Μεθόδου της Εσφαλµένης Θέσης 

 

Η Γεωµετρική Ερµηνεία της µεθόδου φαίνεται στο Σχήµα 4.2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Σχήµα 4.2 : Γεωµετρική Ερµηνεία της µεθόδου της Εσφαλµένης Θέσης 

 

 

• Όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.2, σαν πρώτη προσέγγιση της ζητούµενης ρίζας παίρνουµε την 

τοµή του άξονα x ( τετµηµένη x1 ) µε τη χορδή που ορίζεται απ’ τα σηµεία A ))a(f,a( 00 και B

f(x) 

x 

y 

Β(b0,f(b0)) 
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))b(f,b( 00 . Στο σηµείο αυτό της τοµής φέρνουµε την κάθετο στον άξονα των x, η οποία 

συναντά την καµπύλη στο σηµείο B1( 0x , )x(f 0 ). Φέρνουµε τη χορδή ΑΒ1, η οποία συναντά 

τον άξονα των x σ' ένα σηµείο µε τετµηµένη x1. Την τιµή αυτή θεωρούµε σαν δεύτερη 

προσέγγιση της ζητούµενης ρίζας. Συνεχίζουµε την παραπάνω διαδικασία, µέχρις ότου η 

τετµηµένη xn να προσεγγίσει τη ρίζα ξ µε την ακρίβεια που θέλουµε. Είναι φανερό ότι απ’ τα 

όµοια τρίγωνα MPB και ASB θα έχουµε: 

 

 
BS

BP
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MP
= ή         ⇒⋅

−

−
=−⇒

−
=

−

−
)b(f

)a(f)b(f

ab
xb
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xb
0

00

00

00

00

0

00
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 )b(f
)a(f)b(f

ab
bx 0

00

00

00 ⋅
−

−
−=  

 

Παρατήρηση 

 

� Στην παραπάνω σχέση καταλήγουµε αν χρησιµοποιήσουµε την εξίσωση ευθείας για τη χορδή 

AB : 

 
00

00

0ή00
ab

)a(f)b(f
)bx()bx()b(f-y

−

−
⋅−=⋅−= ςχορδλ  

 Για 0y,xx 0 == , η προηγούµενη σχέση γίνεται : 
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00
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000
ab

)a(f)b(f
)bx()b(f-

ab

)a(f)b(f
)bx()b(f-y

−

−
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 )b(f
)a(f)b(f

ab
-bx

)a(f)b(f

ab
)b(f-bx 0

00

00

00
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00

000 ⋅
−

−
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−
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4.4.3  Αλγόριθµος της Μεθόδου της Εσφαλµένης Θέσης 

 

 Αν θελήσουµε να υλοποιήσουµε την παραπάνω µέθοδο στον Η/Υ, χρησιµοποιούµε τον 

παρακάτω αλγόριθµο : 

 

 Αλγόριθµος της Μεθόδου της Εσφαλµένης Θέσης  

 

Αρχή 

Βρίσκουµε διάστηµα  ]b,a[  τέτοιο ώστε να ισχύει 0)b(f)a(f <⋅  

Βρίσκουµε το )b(f
)a(f)b(f

ab
bx ⋅

−
−

−=  

Για Όσο 
6

10 f(x)
−>  

{ 

 Αν 0)x(f)a(f <⋅  τότε xb =  

 Αν 0)b(f)x(f <⋅  τότε xa =  

 Βρίσκουµε τη νέα προσέγγιση )b(f
)a(f)b(f

ab
bx ⋅

−
−

−=  

} 

Τέλος 
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x2 

b0= b1=b2 

ξ 

Μ (x0=α1) 

Α(a0,f(a0)) 
Α1(x0,f(x0)) 

x1=α2 
P(a0 

) 

(x1,f(x1)) 

) 

S 

4.4.4  Σύγκλιση της Μεθόδου της Εσφαλµένης Θέσης 

 

H ακολουθία των προσεγγίσεων n210 x,...,x,x,x που δηµιουργείται µε την εφαρµογή της µεθόδου, 

όπως περιγράφηκε στο 4.4.1 είναι φθίνουσα και φραγµένη, ισχύει δηλαδή 

0121nn0 xxx...xx...a <<<<<<< −ξ , οπότε θα συγκλίνει στη ρίζα ξ της εξίσωσης 0)x(f =        

( ξ=
∞→

n
n

xlim  ).  

 

4.4.5  Τάξη Σύγκλισης της Μεθόδου της Εσφαλµένης Θέσης 

 

 Επειδή η µέθοδος της Εσφαλµένης Θέσης είναι µια µερική περίπτωση της Μεθόδου της 

Χορδής (4.7) η Τάξη Σύγκλισης θα εξετασθεί µε τη Μέθοδο της Χορδής. 

 

 

4.4.6   Σταθερά Σηµεία στη Μέθοδο της Εσφαλµένης Θέσης 

 

 Όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.2, το σηµείο 0a  παραµένει σταθερό και όλες οι χορδές περνάνε 

απ’ αυτό. Ανάλογα µε τη µορφή της καµπύλης  f(x) , µπορεί να είναι σταθερό το σηµείο 0b , όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 4.3 : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Σχήµα 4.3 : Γεωµετρική Ερµηνεία της µεθόδου της Εσφαλµένης Θέσης 

 

• Όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.3, σαν πρώτη προσέγγιση της ζητούµενης ρίζας παίρνουµε την 

τοµή του άξονα x ( τετµηµένη x1 ) µε τη χορδή που ορίζεται απ’ τα σηµεία A ))a(f,a( 00 και B

))b(f,b( 00 . Στο σηµείο αυτό της τοµής φέρνουµε την κάθετο στον άξονα των x, η οποία 

συναντά την καµπύλη στο σηµείο Α1( 0x , )x(f 0 ). Φέρνουµε τη χορδή ΒΑ1, η οποία συναντά 

τον άξονα των x σ' ένα σηµείο µε τετµηµένη x1.  Την τιµή αυτή θεωρούµε σαν δεύτερη 

προσέγγιση της ζητούµενης ρίζας. Συνεχίζουµε την παραπάνω  διαδικασία, µέχρις ότου η 

f(x) 

x 

y 

Β(b0,f(b0)) 
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τετµηµένη xn να προσεγγίσει τη ρίζα ξ µε την ακρίβεια που θέλουµε. Είναι φανερό ότι απ’ τα 

όµοια τρίγωνα MPA και ASB θα έχουµε: 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 4.3 : Σταθερό σηµείο είναι εκείνο για το οποίο η )x(f  έχει το ίδιο πρόσηµο µε την 

)x(f
'' , ενώ οι προσεγγίσεις n10 x,...,x,x  βρίσκονται στην πλευρά της ρίζας που η  

)x(f  έχει το αντίθετο πρόσηµο µε την )x(f
'' . 

 

 

 

Παράδειγµα 4.8 

 

• Να βρεθεί το σταθερό σηµείο στη Μέθοδο της Εσφαλµένης Θέσης για την εύρεση της ρίζας  
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f

'' >=⋅=







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015
2

5
6

2

5
f

'' >=⋅=







 

εποµένως σταθερό σηµείο είναι το 
2

5
b0 = . 
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4.4.7  Γενίκευση της Μεθόδου της Εσφαλµένης Θέσης 

 

Αν το a  είναι σταθερό σηµείο, δηλαδή n210 a...aaaa ===== , τότε το 0x  θα δίνεται απ’ τη 

σχέση : 

10

00

00

00 b)b(f
)a(f)b(f

ab
bx ≡⋅

−

−
−=  

 

ενώ το 1x  θα δίνεται απ’ τη σχέση : 

 

)x(f
)a(f)x(f

ax
x)b(f

)a(f)b(f

ab
bx 0

0

0

01

11

11

11 ⋅
−

−
−=⋅

−

−
−=   

 

και επαγωγικά : 

 

)x(f
)a(f)x(f

ax
xx n

n

n

n1n ⋅
−

−
−=+ ,   ,...2,1,0n =  

 

Οµοίως, αν το b  είναι το σταθερό σηµείο, δηλαδή n210 b...bbbb ===== , το 0x  δίνεται απ’ τη 

σχέση : 

 

10

00

00

00 a)a(f
)a(f)b(f

ab
ax ≡⋅

−

−
−=  

 

ενώ το 1x  θα δίνεται απ’ τη σχέση : 

 

)x(f
)x(f)b(f

xb
x)a(f

)a(f)b(f

ab
ax 0

0

0

01

11

11

11 ⋅
−

−
−=⋅

−

−
−=   

 

και επαγωγικά : 

 

)x(f
)x(f)b(f

xb
xx n

n

n

n1n ⋅
−

−
−=+ ,  ,...2,1,0n =  

 

 

Παρατηρήσεις 
 

� Με τη χρήση του επαναληπτικού τύπου δεν χρειάζεται ενηµέρωση των άκρων a, b ούτε έλεγχος 

κάθε φορά του υποδιαστήµατος που περιέχει  τη ρίζα.  

 

� Αν σταθερό σηµείο είναι το a, η ακολουθία των προσεγγίσεων n210 x,...,x,x,x που δηµιουργείται 

µε την εφαρµογή της µεθόδου, όπως περιγράφηκε στο 4.4.1 είναι φθίνουσα και φραγµένη, 

ισχύει δηλαδή 00121nn0 bxxx...xx...a <<<<<<<< −ξ , οπότε θα συγκλίνει στη µοναδική 

ρίζα ξ της εξίσωσης 0)x(f =  ( ξ=
∞→

n
n

xlim  ). Η ρίζα ξ είναι µοναδική, διότι αν n
n

xlim
∞→

=ξ , 

ba << ξ , τότε  απ’ τη σχέση   )x(f
)a(f)x(f

ax
xx n

n

n

n1n ⋅
−

−
−=+  θα έχουµε : 
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0)(f0)(f)a()(f
)a(f)(f

a
=⇒=⋅−⇒⋅

−

−
−= ξξξξ

ξ
ξ

ξξ . 

 

Η εξίσωση 0)x(f =  έχει όµως µια µοναδική ρίζα στο διάστηµα ( )b,a , οπότε θα ισχύει .ξξ =  
 

� Αν σταθερό σηµείο είναι το b, η ακολουθία των προσεγγίσεων n210 x,...,x,x,x που δηµιουργείται 

µε την εφαρµογή της µεθόδου, όπως περιγράφηκε στο 4.4.1 είναι αύξουσα και φραγµένη, 

ισχύει δηλαδή 0n1n100 bxx...xxa <<<<<<< − ξ , οπότε θα συγκλίνει στη µοναδική ρίζα ξ 

της εξίσωσης 0)x(f =  ( ξ=
∞→

n
n

xlim  ). Η απόδειξη της µοναδικότητας της ρίζας ξ είναι 

παρόµοια. 

 

 

 

4.4.8  Γενίκευση του Αλγορίθµου της Μεθόδου της Εσφαλµένης Θέσης 

 

 Αν θελήσουµε να υλοποιήσουµε την παραπάνω µέθοδο στον Η/Υ, χρησιµοποιούµε τον 

παρακάτω γενικευµένο αλγόριθµο : 

 

 

 Γενικευµένος Αλγόριθµος της Μεθόδου της Εσφαλµένης Θέσης  

 

Αρχή 

Βρίσκουµε διάστηµα  ( )b,a  τέτοιο ώστε να ισχύει 0)b(f)a(f <⋅  

Αρχική Τιµή  bx = , αν a = σταθερό σηµείο 

  ax = , αν b = σταθερό σηµείο 

Για Όσο 
6

10 f(x)
−>  

 Βρίσκουµε τη νέα προσέγγιση )x(f
)a(f)x(f

ax
xx ⋅

−
−

−= , αν a = σταθερό σηµείο 

   )x(f
)x(f)b(f

xb
xx ⋅

−
−

−= , αν b = σταθερό σηµείο 

Τέλος 

 

 

 

Παράδειγµα 4.9 

 

• Να βρεθεί η ρίζα  1=ξ  της εξίσωσης  01x)x(f
2 =−=  στο διάστηµα ( ) 







=
2

3
,

2

1
b,a 00  µε 

ακρίβεια 1 δεκαδικού ψηφίου ( k=1 ).  
 

 

 



Αριθμητική Ανάλυση & Προγραμματισμός Επιστημονικών Εφαρμογών               Γουλιάνας   Κώστας               2011 Σελίδα 65 

 

Απάντηση 
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εποµένως υπάρχει ρίζα στο ( ) 
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εποµένως σταθερό σηµείο είναι το 
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4.5    Μέθοδος των ∆ιαδοχικών Προσεγγίσεων 

 

 Μία βελτίωση των δύο προηγούµενων µεθόδων αποτελεί η µέθοδος των ∆ιαδοχικών 

Προσεγγίσεων ή µέθοδος Σταθερού Σηµείου ή Γενική Επαναληπτική Μέθοδος. Για την εύρεση των 

προσεγγίσεων n210 x,...,x,x,x  χρησιµοποιείται το επαναληπτικό σχήµα  )x(gx n1n =+ , όπου η 

συνάρτηση )x(g  αποτελεί µια αναδιάταξη της εξίσωσης 0)x(f = . Η µέθοδος δεν συγκλίνει 

πάντοτε - η σύγκλιση εξαρτάται απ’ το  0x  και τη )x(g - αν όµως συγκλίνει, η σύγκλιση µπορεί να 

είναι γραµµική, τετραγωνική ή ανώτερης τάξης. 
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Μ1=g(x0) 

Μ 

45
0
 

x4 x3 Ο Α=x0 

ξ 
y 

x2 Β=x1 

4.5.1  Περιγραφή της Μεθόδου των ∆ιαδοχικών Προσεγγίσεων 

 

 Έστω η εξίσωση 0f(x) =  µε µια ρίζα ξ στο διάστηµα ( )000 b,aI = .Υποθέτουµε ότι για τη 

συνάρτηση f(x)  ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήµατος (4.1)  και η εξίσωση έχει µία µοναδική ρίζα 

στο διάστηµα ( )000 b,aI = . Για την εύρεση της ρίζας ξ, απαιτούνται τα παρακάτω βήµατα: 

       

1. Βρίσκουµε µια αναδιάταξη )x(g  της 0f(x) =  

2. Βρίσκουµε ένα ( )000 b,ax ∈  

3. Αν 1)x(g
' <  µέχρι να βρούµε την επιθυµητή ακρίβεια, βρίσκουµε προσεγγίσεις της 

ζητούµενης ρίζας ξ σύµφωνα µε τον τύπο )x(gx n1n =+ ,  ,...2,1,0n =   

 

 

4.5.2  Γεωµετρική Ερµηνεία της Μεθόδου των ∆ιαδοχικών Προσεγγίσεων 

 

Η Γεωµετρική Ερµηνεία της µεθόδου φαίνεται στο Σχήµα 4.4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  Σχήµα 4.4 : Γεωµετρική Ερµηνεία της µεθόδου των ∆ιαδοχικών Προσεγγίσεων 

 

• Όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.4, η ρίζα ξ είναι η τοµή της καµπύλης )x(g  και της διχοτόµου 

xy = . Με αρχική τιµή το 0x , φέρνουµε την παράλληλη στον άξονα των x απ’ το )x(g 0 . Απ’ 

το σηµείο που τέµνει τη διχοτόµο, φέρνουµε την κάθετη στον άξονα των x, η οποία τον τέµνει 

στο 1x  που είναι η πρώτη προσέγγιση της ζητούµενης ρίζας. Το τρίγωνο ΒΟΜ είναι ορθογώνιο 

και ισοσκελές, οπότε θα ισχύει ΟΒ= ΒΜ=ΑΜ1, δηλαδή )x(gx 01 = . Η νέα προσέγγιση θα είναι 

)x(gx 12 = και συνεχίζουµε την προηγούµενη διαδικασία µέχρι να βρούµε κατάλληλη 

προσέγγιση της ρίζας ξ. 

 

 

y=x 

g(x1) 

g(x2) 

g(x) 

x 
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4.5.3  Αλγόριθµος της Μεθόδου των ∆ιαδοχικών Προσεγγίσεων 

 

 Αν θελήσουµε να υλοποιήσουµε την παραπάνω µέθοδο στον Η/Υ, χρησιµοποιούµε τον 

παρακάτω αλγόριθµο : 

 

 Αλγόριθµος της Μεθόδου των ∆ιαδοχικών Προσεγγίσεων  

 

Αρχή 

Βρίσκουµε διάστηµα  ]b,a[  τέτοιο ώστε να ισχύει 0)b(f)a(f <⋅  

Θέτουµε ( )b,ax x 0 ∈=  

Για Όσο 
6

10 f(x)
−>  και 1 (x)g

' <  

 Βρίσκουµε τη νέα προσέγγιση )x(gx =  

Τέλος 

 

 

 

4.5.4  Σύγκλιση – Τάξη Σύγκλισης της Μεθόδου των ∆ιαδοχικών Προσεγγίσεων 

 

 H ακολουθία των προσεγγίσεων n210 x,...,x,x,x που δηµιουργείται µε την εφαρµογή της 

µεθόδου, όπως περιγράφηκε στο 4.5.1 θα συγκλίνει στη ρίζα ξ της εξίσωσης 0)x(f =  ( ξ=
∞→

n
n

xlim  

), όπως αποδεικνύεται µε το θεώρηµα που ακολουθεί : 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 4.3: Αν η εξίσωση 0)x(f =  και η αναδιάταξή της )x(gx =  έχει ρίζα το ξ  και οι 

συναρτήσεις )x(g),x(g),x(f
'

 είναι συνεχείς και παραγωγίσιµες στο διάστηµα 

( )b,aI = , για το οποίο ισχύει ρξ ≤−x , Ix ∈∀  και 1)x(g
' <≤ λ , Ix ∈∀    

τότε : 

 

i. Αν  ( ) ( )( )b,,ξa,minx0 ξ∈  τότε Ix,...,x,x n21 ∈  

ii. ξ=
∞→

n
n

xlim  

iii. Η ρίζα ξ είναι η µοναδική πραγµατική ρίζα της )x(gx =  

iv. Η σύγκλιση είναι Γραµµική ( Τάξη Σύγκλισης = 1 ) 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: 

 

i. ⇒∈ Ix0 ρξ ≤−0x  

 

 )(g)x(gx 011 ξξε −=−=  

 

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα της Μέσης Τιµής, υπάρχει ( ) ( )( )ξξξ ,xmax ,,xmin 000 ∈    τέτοιο ώστε 

να ισχύει :  
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)(g
x

)(g)x(g
0

'

0

0 ξ
ξ

ξ
=

−

−
 

 

οπότε θα έχουµε : 

 

)(g)x()(g)x(g 0

'

00 ξξξ ⋅−=−  

 

και η αρχική σχέση γίνεται : 

 

ρλρξξξξξξε <⋅≤⋅−=⋅−=−=−= )(gx)(g)x()(g)x(gx 0

'

00

'

0011  

  

 οπότε  και το Ix1 ∈ . Επαγωγικά µπορεί να αποδειχθεί, ότι αν Ix 1n ∈−  και το Ixn ∈ . 

    

 

ii. 000

'

0011 x)(g)x()(g)x(gx ελξλξξξξε ⋅=−⋅≤⋅−=−=−=  

 0

2

122 xx ελξλξε ⋅≤−⋅≤−=  

 … 

 0xx 0

n

1nnn →⋅≤−⋅≤−= − ελξλξε , αφού 0n →λ  

 

 οπότε 

 

 ξξε =⇒=−=
∞→∞→∞→

n
n

n
n

n
n

xlim0xlimlim  

 

 

iii. Αν υπάρχει κι άλλη ρίζα I, ∈≠ ξξξ  τότε θα έχουµε : 

 

 ξξλξξξξξξξξξ −<⋅−≤⋅−=−=− )()(g)()(g)(g
' ,  

 µε ( ) ( )( )ξξξξξ ,max ,,min∈ ,  εποµένως ξξ = . 

 

 

iv. Για το σφάλµα της n+1 επανάληψης θα έχουµε : 

 

 
)(g)(g)x()(g)x(gx n

'

nn

'

nn1n1n ξεξξξξε ⋅=⋅−=−=−= ++
 

 

 µε ( ) ( )( )ξξξ ,xmax ,,xmin nnn ∈  

  

 οπότε 

 

 1)(glim n

'

n

1n

n
<≤=+

∞→
λξ

ε

ε
 

 

 εποµένως η σύγκλιση είναι γραµµική. 
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Παράδειγµα 4.10 

 

• Αν η εξίσωση 04x 2 =−  και η αναδιάταξή της )x(g)
x

2
x(

3

2
x ≡+⋅=  έχει ρίζα το 2=ξ  στο 

διάστηµα 






=
2

5
,

2

3
I  για το οποίο ισχύει ρξ =≤− 5.0x , Ix ∈∀  και 1)x(g

' <≤ λ , Ix ∈∀  

τότε  η ακολουθία Ix,...,x,x,x n210 ∈ συγκλίνει στη µοναδική ρίζα 2=ξ  και η σύγκλιση είναι 

γραµµική. 

 

Απάντηση 

 

Πρέπει να δείξουµε ότι ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θεωρήµατος 4.3. Η εξίσωση 

)x(g)
x

2
x(

3

2
x ≡+⋅=  αποτελεί αναδιάταξή της 04x 2 =−  και προκύπτει ως εξής : 
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Αν παραγωγίσουµε τη )x(g  θα έχουµε : 
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οπότε  αν η )x(g
'  είναι συνεχής στο Ι, τότε Ix ∈∀  θα ισχύει   

 

75

34
)x(g

27

2 ' ≤≤   οπότε   1
75

34
)x(g

' <=≤ λ  

 

∆είξαµε ότι 1)x(g
' <≤ λ . Ισχύει επίσης ρξ =≤− 5.0x , άρα  ισχύουν οι υποθέσεις του 

Θεωρήµατος 4.3, οπότε η µέθοδος συγκλίνει και η σύγκλιση είναι γραµµική. Αν εφαρµόσουµε τη 

µέθοδο µε ( ) ( )( )b,,ξa,min
2

3
x0 ξ∈= για να βρούµε τη ρίζα µε ακρίβεια 1 δ.ψ. θα έχουµε: 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 4.4: Αν η εξίσωση 0)x(f =  και η αναδιάταξή της )x(gx =  έχει ρίζα το ξ  και οι 

συναρτήσεις )x(g),x(gg(x),),x(f
'''

 είναι συνεχείς και παραγωγίσιµες στο 

διάστηµα ( )b,aI = , για το οποίο ισχύει ρξ ≤−x , Ix ∈∀  και 10)(g ' <=ξ  και 

0)(g '' ≠ξ  τότε : 

 

Ι. Αν  ( ) ( )( )b,,ξa,minx0 ξ∈  τότε Ix,...,x,x n21 ∈  

ΙΙ. ξ=
∞→

n
n

xlim  

ΙΙΙ. Η ρίζα ξ είναι η µοναδική πραγµατική ρίζα της )x(gx =  

ΙV. Η σύγκλιση είναι Τετραγωνική ( Τάξη Σύγκλισης = 2 ) 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: 

 

I. ⇒∈ Ix0 ρξ ≤−0x  

 

Αν πάρουµε τους 3 πρώτους όρους του αναπτύγµατος του Taylor θα έχουµε :  

 

)(g)x(
2

1
)(g)x(

2

1
)(g)x()(g)x(gx 0

''2

00

''2

0

'

001 ξξξξξξξξ ⋅−⋅=⋅−⋅+⋅−=−=−  

2

00

''

0

''2

0 )(g
2

1
)(g

2

1
εξξε ⋅⋅=⋅⋅= , όπου )),max(x),,min(x( 000 ξξξ ∈  

 

Η συνάρτηση )x(g
''  όµως είναι συνεχής και φραγµένη στο Ι, άρα θα υπάρχει Μ, τέτοιο ώστε να 

ισχύει : 

 

M)x(g
2

1 '' ≤⋅ ,  Ix ∈∀ , οπότε η προηγούµενη σχέση γίνεται : 

2

0

2

00

''

1 M)(g
2

1
x εεξξ ⋅≤⋅⋅=−  

 

Ισχύει όµως : 

 

abx00 −≤−= ξε  
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οπότε θα έχουµε : 

 

ρρλελεεεξξ <⋅≤⋅=⋅−⋅≤⋅≤⋅⋅=− 00

2

0

2

00

''

1 abMM)(g
2

1
x  

 

όπου abM −⋅=λ  και 1<λ , οπότε  και το Ix1 ∈ . Επαγωγικά µπορεί να αποδειχθεί, ότι αν 

Ix 1n ∈−  και το Ixn ∈ . 

 

 

II.  0011 xx ελξλξε ⋅=−⋅≤−=  

 0

2

122 xx ελξλξε ⋅≤−⋅≤−=  

 … 

 0xx 0

n

1nnn →⋅≤−⋅≤−= − ελξλξε , αφού 0n →λ  

 

 οπότε 

 

 ξξε =⇒=−=
∞→∞→∞→

n
n

n
n

n
n

xlim0xlimlim  

 

 

III. Αν υπάρχει κι άλλη ρίζα I, ∈≠ ξξξ  τότε θα έχουµε : 

 

 ⇒−⋅≤⋅−≤⋅−⋅=−=− ξξλλξξξξξξξξξ )()(g)(
2

1
)(g)(g

''2  

0)1( ≤−⋅− ξξλ , αλλά 0)1( >− λ , µε ( ) ( )( )ξξξξξ ,max ,,min∈ , εποµένως θα ισχύει 

0≤− ξξ , άτοπο,  εποµένως ξξ = . 

 

IV. )(g
2

1
)(g)x(

2

1
)(g)x(gx n

''2

nn

''2

nn1n1n ξεξξξξε ⋅⋅=⋅−⋅=−=−= ++  

 µε ( ) ( )( )ξξξ ,xmax ,,xmin nnn ∈  

 

 οπότε 

 

)(g
2

1
)(g

2

1
lim

''

n

''

2

n

1n

n
ξξ

ε

ε
⋅≈⋅=+

∞→
, αφού ξ→nx  και ξξ →n ,  εποµένως, αφού 0)(g

'' ≠ξ ,  

η σύγκλιση είναι τετραγωνική. 

 

 

Παράδειγµα 4.11 

 

• Αν η εξίσωση 04x 2 =−  και η αναδιάταξή της )x(g)
x

4
x(

2

1
x ≡+⋅=  έχει ρίζα το 2=ξ  στο 

διάστηµα 






=
2

7
,

2

3
I  για το οποίο ισχύει ρξ ≤−x , Ix ∈∀  και ,0)(g

' =ξ   τότε η ακολουθία 
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Ix,...,x,x n10 ∈  συγκλίνει στη  µοναδική πραγµατική ρίζα της )x(gx =  στο διάστηµα 








=
2

7
,

2

3
I  και η σύγκλιση είναι Τετραγωνική ( Τάξη Σύγκλισης = 2 ). 

 

Απάντηση 

 

Η εξίσωση )x(g)
x

4
x(

2

1
x ≡+⋅=  αποτελεί αναδιάταξή της 04x 2 =−  και προκύπτει ως εξής : 

 

)x(g)
x

4
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Αν παραγωγίσουµε τη )x(g  θα έχουµε : 

 


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)2(g)(g

2
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
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 −⋅==ξ  

 

Αν δείξουµε ότι ισχύουν οι υποθέσεις του Θεωρήµατος 4.4, τότε η µέθοδος συγκλίνει. Έχουµε 

όµως : 
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οπότε  αν η )x(g
'  είναι συνεχής στο Ι, τότε Ix ∈∀  θα ισχύει   
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οπότε 
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Επίσης : 
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οπότε 

 

M
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1 '' ==⋅≤⋅  και  2
2
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2

7
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Άρα 1
27

32
2

27

16
abM >=⋅=−⋅=λ . 

 

 Βρίσκουµε το µέσον 
2

5

2
x 2

7
2
3

µέσον =
+

=
 

του διαστήµατος 






=
2

7
,

2

3
I  και µεταξύ των δύο 

υποδιαστηµάτων 












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
2

7
,x,x,

2
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=
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µέσον  , οπότε θα έχουµε  :
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οπότε 
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Άρα υπάρχει 1
27

16
abM <=−⋅=λ ,  εποµένως η ακολουθία Ix,...,x,x n10 ∈  συγκλίνει στη  

µοναδική πραγµατική ρίζα της )x(gx =  και αφού 0
2

1
)2(g)(g '''' ≠==ξ , η σύγκλιση είναι 

Τετραγωνική ( Τάξη Σύγκλισης = 2 ).  Για ( ) ( )( )b,,ξa,min
2
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x0 ξ∈=  θα έχουµε : 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 4.5: Αν η εξίσωση 0)x(f =  και η αναδιάταξή της )x(gx =  έχει ρίζα το ξ  και οι 

συναρτήσεις )x(g),...,x(g),x(g),x(g),x(f
k)('''

 είναι συνεχείς και 

παραγωγίσιµες στο διάστηµα ( )b,aI = , για το οποίο ισχύει ,x ρξ ≤−  Ix ∈∀  και 

0)(g ' =ξ , 0)(g '' =ξ ,…, 0)(g )1k( =− ξ  και 0)(g )k( ≠ξ τότε : 

 

Ι. Αν  ( ) ( )( )b,,ξa,minx0 ξ∈  τότε Ix,...,x,x n21 ∈  

ΙΙ. ξ=
∞→

n
n

xlim  

ΙΙΙ. Η ρίζα ξ είναι η µοναδική πραγµατική ρίζα της )x(gx =  

ΙV. Τάξη Σύγκλισης = k  

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: 

 

Η απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτή του Θεωρήµατος 4.4, αφού χρησιµοποιήσουµε το ανάπτυγµα 

του Taylor µέχρι και τον  k όρο. Το σφάλµα στη 1n +  επανάληψη θα είναι :    

       

)(g
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1
)(g)x(
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)(g)x(gx n
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οπότε 
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( αφού ξ→nx  και ξξ →n ),  εποµένως, αφού 0)(g
)k( ≠ξ ,  η σύγκλιση είναι k τάξεως. 

 

 

 

Παράδειγµα 4.12 

 

• Αν η εξίσωση 0x4x 3 =⋅−  και η αναδιάταξή της )x(g
4

x
x

3

≡=  έχει ρίζα το 0=ξ  στο 

διάστηµα ( )1,1I −= , για το οποίο ισχύει ρξ ≤−x , Ix ∈∀  και 0)(g ' =ξ ,  τότε η σύγκλιση 

είναι Κυβική ( Τάξη Σύγκλισης = 3 ) 

 

Απάντηση 

 

Η εξίσωση )x(g
4

x
x

3

≡=  αποτελεί αναδιάταξή της 0x4x 3 =⋅−  και προκύπτει ως εξής : 

)x(g
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x
xx4x0x4x

3
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Αν παραγωγίσουµε τη )x(g  θα έχουµε : 
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εποµένως η σύγκλιση είναι κυβική.  

 

Για 1x0 = , θα έχουµε : 
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Παρατήρηση 

 

� Αν δεν ισχύει 1)(g
' <ξ  τότε η µέθοδος γενικά δεν συγκλίνει. 

 

 

Παράδειγµα 4.13 

 

• Αν η εξίσωση )x(g
x

4
x ≡=  αποτελεί αναδιάταξή της 04x 2 =−  µε ρίζα το 2=ξ  και 








=
2

5
,

2

3
I  να δειχθεί ότι δεν συγκλίνει. 

 

Απάντηση 

 

Η εξίσωση )x(g
x

4
x ≡=  αποτελεί αναδιάταξή της 04x 2 =−  και προκύπτει ως εξής  

)x(g
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2
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Αν παραγωγίσουµε τη )x(g  θα έχουµε : 

 

2

'

x

4
)x(g −=  και 11

2

4
)2(g)(g
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'' =−=−==ξ  

 

οπότε η µέθοδος δεν συγκλίνει. 

 

Για I
2

3
x0 ∈= θα έχουµε : 
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12 ===== … 

Όπως φαίνεται, οι τιµές των ix  εναλλάσσονται µεταξύ του 6666.2  και του 
2

3
 χωρίς να συγκλίνουν 

ποτέ στη ρίζα 2=ξ . Η Γεωµετρική Ερµηνεία της µεθόδου στην περίπτωση που οι προσεγγίσεις 

αποκλίνουν ή παλινδροµούν φαίνεται στα Σχήµατα 4.4α, 4.4β 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  Σχήµα 4.4α : Γεωµετρική Ερµηνεία της µεθόδου των ∆ιαδοχικών Προσεγγίσεων – Απόκλιση 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
   

 

Σχήµα 4.4β : Γεωµετρική Ερµηνεία της µεθόδου των ∆ιαδοχικών Προσεγγίσεων – Παλινδρόµιση 

g(x) y=x 

x 

y=x 

g(x) 
x 
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ξ 

f(x1) 

) 

x2 Μ0(x0,0) 
Μ1(x1,0) 

P=(x0,f(x0)) 

) 

θ0 

4.6   Μέθοδος Νewton-Raphson 

 

 Αν και η µέθοδος των διαδοχικών προσεγγίσεων αποτελεί βελτίωση των προηγούµενων 

µεθόδων, έχει κάποιες αδυναµίες : Πρώτον, θα πρέπει να βρούµε αναδιάταξη )x(gx =  της 

0)x(f =  για την οποία ισχύει 1)x(g ' <  και δεύτερο, η σύγκλιση είναι συνήθως γραµµική. Μια  

δηµοφιλής µέθοδος επίλυσης εξισώσεων, η οποία εγγυάται τουλάχιστον τετραγωνική σύγκλιση, 

είναι η µέθοδος Νewton-Raphson, η οποία για την εφαρµογή της απαιτεί την ύπαρξη της πρώτης 

και δεύτερης παραγώγου της συνάρτησης 0)x(f =  στο διάστηµα ( )b,aI =  και αποτελεί µια 

µερική περίπτωση της µεθόδου των διαδοχικών προσεγγίσεων, ενώ ο γενικός της επαναληπτικός 

τύπος  είναι )x(g
)x(f

)x(f
xx

'
≡−= , 0)x(f

' ≠  

 

4.6.1  Περιγραφή της Μεθόδου Νewton-Raphson 

 

 Έστω η εξίσωση 0f(x) =  µε µια ρίζα ξ στο διάστηµα ( )000 b,aI = . Υποθέτουµε ότι για τη 

συνάρτηση f(x)  ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήµατος (4.1) και η εξίσωση έχει µία µοναδική ρίζα 

στο διάστηµα ( )000 b,aI = . Για την εύρεση της ρίζας ξ, απαιτούνται τα παρακάτω βήµατα: 

       

1. Βρίσκουµε ένα ( )000 b,ax ∈  

2. Αν 0)x(f
' ≠  µέχρι να βρούµε την επιθυµητή ακρίβεια, βρίσκουµε προσεγγίσεις της 

ζητούµενης ρίζας ξ σύµφωνα µε τον τύπο 
)x(f

)x(f
xx

n

'

n

n1n −=+  ,  ,...2,1,0n =  

 

4.6.2  Γεωµετρική Ερµηνεία της Μεθόδου Νewton-Raphson 

 

 Η Γεωµετρική Ερµηνεία της µεθόδου φαίνεται στο Σχήµα 4.5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

  Σχήµα 4.5 : Γεωµετρική Ερµηνεία της µεθόδου Νewton-Raphson 

 

x 
0 

f(x) 
y 
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• Όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.5, σαν πρώτη προσέγγιση της ζητούµενης ρίζας παίρνουµε την 

τοµή του άξονα x ( τετµηµένη x1 ) µε την εφαπτοµένη στην )x(f  στο σηµείο  ))x(f,x( 00 , την 

επόµενη εφαπτοµένη στην )x(f  στο σηµείο ))x(f,x( 11  µέχρις ότου η τετµηµένη xn να 

προσεγγίσει τη ρίζα ξ µε την ακρίβεια που θέλουµε. Είναι φανερό ότι απ’ το τρίγωνο M0Μ1P  

θα έχουµε: 

 

 
)x(f

)x(f
xx

)x(f

)x(fPM
xxMM

0

'

0

01

0

'

0

0

0

1010 −=⇒==−=
εφθ

 

 

 Επαγωγικά θα ισχύει: 

 

 
)x(f

)x(f
xx

n

'

n

n1n −=+  ,  ,...2,1,0n =  

 

Παρατήρηση 

 

� Στην παραπάνω σχέση καταλήγουµε αν χρησιµοποιήσουµε την εξίσωση ευθείας για την 

εφαπτοµένη της )x(f στο σηµείο ))x(f,x( 00 : 

 

 )x(f)xx()xx()x(f-y 0

'

0έ00 ⋅−=⋅−= νηςεφαπτοµλ  

 

 Για 1xx = ,( 0y =  ),  η προηγούµενη σχέση γίνεται : 

 

 ⇒⋅−=⇒⋅−= )x(f)xx()x(f-)x(f)xx()x(f-0 0

'

0100

'

010  

 
)x(f

)x(f
xx

)x(f

)x(f
xx

0

'

0

01

0

'

0

01 −=⇒−=−⇒  

 

 

4.6.3  Αλγόριθµος της Μεθόδου Νewton-Raphson 

 

 Αν θελήσουµε να υλοποιήσουµε την παραπάνω µέθοδο στον Η/Υ, χρησιµοποιούµε τον 

παρακάτω αλγόριθµο : 

 

 

 Αλγόριθµος της Μεθόδου Νewton-Raphson 

 

Αρχή 

Βρίσκουµε διάστηµα  ( )b,a  τέτοιο ώστε να ισχύει 0)b(f)a(f <⋅  

Θέτουµε ( )b,ax x 0 ∈=  

Για Όσο 
6

10 f(x)
−>  και 0(x)f

' ≠  

 Βρίσκουµε τη νέα προσέγγιση 
)x(f

)x(f
xx

'
−=  

Τέλος 
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4.6.4  Σύγκλιση της Μεθόδου Νewton-Raphson 

 

Απ’ τον ορισµό της µεθόδου θα έχουµε : 

 

)x(f

)x(f
x)x(g

'
−=  και 

2'

''

2'

''''
'

))x(f(

)x(f)x(f

))x(f(

)x(f)x(f)x(f)x(f
1)x(g

⋅
=

⋅−⋅
−=  

και 

 

0
))(f(

)(f)(f
)(g

2'

''
' =

⋅
=

ξ
ξξ

ξ  

 

οπότε η σύγκλιση είναι τουλάχιστον τετραγωνική. Αν ισχύει 0)(g
'' ≠ξ , µπορούµε να αποδείξουµε 

ότι η µέθοδος συγκλίνει. Έχουµε όµως : 

 

4'

'2'''2''''
''

))x(f(

))x(f)(x(f)x(f))x(f())x(f)x(f(
)x(g

⋅−⋅⋅
=  

 

4'

'2''2''''2''''

))x(f(

)x(f))x(f()x(f2))x(f()x(f)x(f))x(f()x(f)x(f ⋅⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅
=  

 

και 

 

4'

'2''2''''2''''
''

))(f(

)(f))(f()(f2))(f()(f)(f))(f()(f)(f
)(g

ξ
ξξξξξξξξξ

ξ
⋅⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅

=  

)(f

)(f

))(f(

))(f()(f)(f
'

''

4'

2'''''

ξ
ξ

ξ
ξξξ

=
⋅⋅

= . 

 

 

Παρατήρηση 

 

� Για τη σύγκλιση της µεθόδου, διατυπώνουµε το επόµενο θεώρηµα : 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 4.6: Αν η εξίσωση 0)x(f =  έχει ρίζα το ξ,  και οι συναρτήσεις )x(f),x(f),x(f
'''

 

είναι συνεχείς και παραγωγίσιµες στο διάστηµα ( )b,aI = , για το οποίο ισχύει 

ρξ ≤−x , Ix ∈∀  και 0)(f
'' ≠ξ  τότε µε την εφαρµογή της µεθόδου Newton-

Raphson  θα έχουµε : 

 

I. Αν  ( ) ( )( )b,,a,minx0 ξξ∈  τότε Ix,...,x,x n21 ∈  

II. ξ=
∞→

n
n

xlim  

III. Η ρίζα ξ είναι η µοναδική πραγµατική ρίζα της 0)x(f =  

IV. Η σύγκλιση είναι Τουλάχιστον Τετραγωνική ( Τάξη Σύγκλισης >= 2 ) 
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: 

 

I.  Είναι γνωστό ότι ξε −= 00 x  και ξε −= 11 x ,  

 

Επίσης, ρξεΙ ≤−=⇒∈ 000 xx  

 

Αν αναπτύξουµε τη συνάρτηση �(�) ως προς �� και πάρουµε τους 3 πρώτους όρους του 

αναπτύγµατος του Taylor θα έχουµε :  

 

0)(f
2

1
)x(f)x(f)(f)x(

2

1
)x(f)x()x(f)(f 0

''2

00

'

000

''2

00

'

00 =⋅⋅+⋅−=⋅−⋅+⋅−+= ξεεξξξξ

 

µε ( ) ( )( ) Ιξξξ ∈∈ ,xmax ,,xmin( 000  

 

 Ισχύει όµως : 

 

)x(f)xx()x(f
)x(f

)x(f
xx 0

'

100

0

'

0

01 ⋅−=⇒−=  

 

οπότε, η προηγούµενη σχέση γίνεται : 

 

⇒=⋅⋅+⋅−⋅− 0)(f
2

1
)x(f)x(f)xx( 0

''2

00

'

00

'

10 ξεε  

⇒=⋅⋅+⋅−− 0)(f
2

1
)x(f)x)x(( 0

''2

00

'

100 ξεε  

⇒=⋅⋅+⋅− 0)(f
2

1
)x(f)x( 0

''2

00

'

1 ξεξ
 

⇒=⋅⋅+⋅− 0)(f
2

1
)x(f 0

''2

00

'

1 ξεε  

)x(f

)(f

2

1

0

'

0

''
2

01

ξ
εε ⋅⋅=  

 

 

Η συνάρτηση )x(f
''  όµως είναι συνεχής και φραγµένη στο Ι, άρα θα υπάρχει Λ, τέτοιο ώστε να 

ισχύει : 

 

Λ≤)x(f
'' ,  Ix ∈∀ . 

 

Επίσης και η συνάρτηση )x(f
'  είναι συνεχής και φραγµένη στο Ι, άρα θα υπάρχει Κ, τέτοιο ώστε 

να ισχύει : 

 

Κ≥)x(f
' ,  Ix ∈∀  

 

οπότε θα ισχύει και 
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⇒≤
Κ
1

)x(f

1
'

 ⇒≤
Κ
Λ

)x(f

)x(f

'

''

 
Κ

Λ
⋅

≤⋅
2)x(f

)x(f

2

1
'

''

 

 

οπότε και 
Κ

Λξ

⋅
≤⋅

2)x(f

)(f

2

1

0

'

0

''

  και η αρχική σχέση γίνεται : 

 

2

0

2

0

0

'

0

''

11
2)x(f

)(f

2

1
x ε

Κ
Λ

ε
ξ

ξε ⋅
⋅

≤⋅⋅=−=  

 

Θα ισχύει όµως : 

 

abx00 −≤−= ξε  

 

οπότε θα έχουµε : 

 

ρρλελε
Κ

Λ
ε

Κ
Λ

ξ <⋅≤⋅=⋅−⋅
⋅

≤⋅
⋅

≤− 00

2

01 ab
22

x  

 

όπου ab
2

−⋅
⋅

=
Κ

Λ
λ  και 1<λ , οπότε  και το Ix1 ∈ . Επαγωγικά µπορεί να αποδειχθεί, ότι αν 

Ix 1n ∈−  και το Ixn ∈ . 

 

 

 

II. 0011 xx ελξλξε ⋅=−⋅≤−=  

 0

2

122 xx ελξλξε ⋅≤−⋅≤−=  

 … 

 0xx 0

n

1nnn →⋅≤−⋅≤−= − ελξλξε , αφού 0n →λ  

   

 οπότε 

 

 ξξε =⇒=−=
∞→∞→∞→

n
n

n
n

n
n

xlim0xlimlim  

 

 

 

III. Αν υπάρχει κι άλλη ρίζα I, ∈≠ ξξξ  τότε θα έχουµε : 

 

 0)(f
)(f

)(f
'

=⇒−= ξ
ξ
ξ

ξξ ,  

 

 εποµένως ξξ = . 
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IV. )(g
2

1
)(g)x(

2

1
)(g)x(gx

''2

nn

''2

nn1n1n ξεξξξξε ⋅⋅≈⋅−⋅=−=−= ++  

 µε )],xmax( ),,xmin([ nnn ξξξ ∈ , αφού ξ→nx  και ξξ →n , 

 

 οπότε 

 

 
)(f

)(f

2

1
)(giml

2

1
iml

'

''
''

n2

n

1n

n ξ
ξ

ξ
ε

ε
⋅=⋅≈

∞→

+

∞→
 

 

εποµένως,  αν 0)(f
'' ≠ξ ,  η σύγκλιση είναι τετραγωνική. 

 

  

  

Παράδειγµα 4.14 

• Αν η εξίσωση 04x 2 =−  έχει ρίζα το 2=ξ  στο διάστηµα 






=
2

5
,

2

3
I  για το οποίο ισχύει 

ρξ ≤−x , Ix ∈∀  τότε η ακολουθία Ix,...,x,x n10 ∈  συγκλίνει στη ρίζα 2=ξ  και η σύγκλιση 

είναι Τετραγωνική ( Τάξη Σύγκλισης = 2 ). 

 

Απάντηση 

 

Θα έχουµε : )x(g
x

4
x

2

1

x2

4x

x2

4xx2

x2

4x
x

)x(f

)x(f
xx

2222

'
≡







 +⋅=
⋅
+

=
⋅

+−⋅
=

⋅
−

−=−=  








 −⋅=
2

'

x

4
1

2

1
)x(g  και 0

2

4
1

2

1
)2(g)(g

2

'' =






 −⋅==ξ  

34

''

x

4

x

x24

2

1
)x(g =







 ⋅⋅
⋅=  και 0

2

1

2

4
)2(g)(g

3

'''' ≠===ξ  

 

Αν δείξουµε ότι ισχύουν όλες οι υποθέσεις του Θεωρήµατος 4.6 ( 0)(f
' =ξ  και 0)(f

'' ≠ξ  ), 

τότε η µέθοδος συγκλίνει και η σύγκλιση είναι τετραγωνική. Έχουµε όµως: 

 

x2)x(f
' ⋅=  και 2)x(f

'' =  

3
2

3
2

2

3
f

' =⋅=







 

5
2

5
2

2

5
f

' =⋅=







 

( ) ( ) 4222ff
'' =⋅==ξ  

 

οπότε 

 

( ) Κ=≥ 3xf ' ,  Ix ∈∀   

 

Επίσης : 
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2)x(f
'' =  και Λ=≤ 2)x(f

'' ,  Ix ∈∀  οπότε 

1
3

1

3

2

2

1

2

1

)x(f

)x(f

2

1
'

''

<=⋅=⋅≤⋅
Κ
Λ

 και  1
2

3

2

5
ab =−=−  

 

Άρα υπάρχει 1
3

1
ab

2
<=−⋅

⋅
=

Κ
Λ

λ , οπότε η ακολουθία Ix,...,x,x n10 ∈  συγκλίνει στη ρίζα 

2=ξ  και η σύγκλιση είναι Τετραγωνική ( Τάξη Σύγκλισης = 2 ). 

 

)(f

)(f

2

1
'

''

2

n

1n

ξ
ξ

ε

ε
⋅≈+

, εποµένως, αφού 02)(f
'' ≠=ξ ,  η σύγκλιση είναι τετραγωνική.  

 

Για 
2

3
x0 =  θα έχουµε : 
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4.6.5  Σύγκλιση της Μεθόδου Νewton-Raphson σε Πολλαπλή Ρίζα 

 

Αν η εξίσωση 0)x(f =  έχει πολλαπλή ρίζα στο ( )b,aI = , η σύγκλιση της µεθόδου Newton-

Raphson είναι γραµµική, όπως αποδεικνύεται µε το επόµενο θεώρηµα : 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 4.7: Αν η εξίσωση 0)x(f =  έχει πολλαπλή ρίζα ( πολλαπλότητας k ) το ξ στο διάστηµα 

( )b,aI =  τότε η σύγκλιση είναι Γραµµική ( Τάξη Σύγκλισης =1 ) 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: 

 

Η συνάρτηση 0)x(f =  θα δίνεται απ’ τη σχέση : 

 

0)x(h)x()x(f
k =⋅−= ξ , µε 0)(h ≠ξ  

 

οπότε  
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οπότε η σύγκλιση είναι γραµµική. 

 

 

 

Παράδειγµα 4.15 

• Αν η εξίσωση 0)2x(
3 =−  έχει πολλαπλή ρίζα το 2=ξ  στο διάστηµα 







=
2

5
,

2

3
I , τότε η 

σύγκλιση είναι Γραµµική. 

 

Απάντηση 
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)2x(3)x(f −⋅=  

)2x(6)x(f
'' −⋅=  

)1x(
3

2

3

2x2

3

2xx3

3

)2x(
x

)2x(3

)2x(
x

)x(f

)x(f
x)x(g

2

3

'
+=

+⋅
=

+−⋅
=

−
−=

−⋅

−
−=−=  

και  

1
3

2
)x(g

' <=  

 

εποµένως η σύγκλιση είναι Γραµµική.  
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b=x1 

M=x2 

Α=(x0,f(x0)) 
f(x2

a=x0 

f(x3) 

x3 

 

P 

x4 

4.7  Μέθοδος της Χορδής 

 

 Όταν ο υπολογισµός της παραγώγου της συνάρτησης 0)x(f =  είναι δύσκολος, µία σχετικά 

γρήγορη µέθοδος προσδιορισµού της ρίζας µίας εξίσωσης  είναι η Μέθοδος της Χορδής, στην 

οποία προσεγγίζουµε τη ρίζα µε τη χορδή που ορίζεται απ’ τις τιµές που παίρνει η συνάρτηση στις 

δύο προηγούµενες προσεγγίσεις, γι’ αυτό και η µέθοδος απαιτεί να ξεκινήσουµε µε 2 αρχικές τιµές, 

π.χ. τα άκρα ενός διαστήµατος που περιέχει τη ρίζα. 

 

 

 

4.7.1  Γεωµετρική Ερµηνεία της Μεθόδου της Χορδής 

 

 Η Γεωµετρική Ερµηνεία της µεθόδου φαίνεται στο Σχήµα 4.6 : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Σχήµα 4.6 : Γεωµετρική Ερµηνεία της µεθόδου της Χορδής  

 

 

• Όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.6, σαν πρώτη προσέγγιση της ζητούµενης ρίζας παίρνουµε την 

τοµή του άξονα x ( τετµηµένη 2x ) µε τη χορδή που ορίζεται απ’ τα σηµεία ))x(f,x( 00  και 

))x(f,x( 11 . Στο σηµείο αυτό της τοµής φέρνουµε την κάθετο στον άξονα των x, η οποία 

συναντά την καµπύλη στο σηµείο ( 2x , )x(f 2 ). Φέρνουµε τη χορδή που ορίζεται απ’ τα σηµεία 

))x(f,x( 11  και ))x(f,x( 22  και συνεχίζουµε την παραπάνω διαδικασία, µέχρις ότου η 

τετµηµένη xn να προσεγγίσει τη ρίζα ξ µε την ακρίβεια που θέλουµε. Είναι φανερό ότι απ’ τα 

όµοια τρίγωνα MBP και ASB θα έχουµε: 

 

 

 
BS

BP

AS

MP
=   

 

 ή 

 

f(x) 

x 

y 

Β=(x1,f(x1)) 

ξ 

S 
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21

01

1

01

21  

 )x(f
)x(f)x(f

xx
xx 1

01
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12 ⋅
−

−
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 και επαγωγικά : 

 

 )x(f
)x(f)x(f

xx
xx n

n1n

n1n

n1n ⋅
−

−
−=

−

−
+ ,  ,...2,1,0n =  

 

 

 

Παρατήρηση 

 

� Στην παραπάνω σχέση καταλήγουµε αν χρησιµοποιήσουµε την εξίσωση ευθείας για τη χορδή 

AB : 

 

 
01

01

1ή11
xx

)x(f)x(f
)xx()xx()x(f-y

−

−
⋅−=⋅−= ςχορδλ  

 

 Για 2xx =  ( 0y = ),   η προηγούµενη σχέση γίνεται : 

 

 ⇒
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−
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−

−
⋅−=

01

01

121

01

01

121
xx

)x(f)x(f
)xx()x(f-

xx

)x(f)x(f
)xx()x(f-y  

 

 )x(f
)x(f)x(f

xx
-xx

)x(f)x(f

xx
)x(f-xx 1

01

01

12

01

01

112 ⋅
−

−
=⇒

−

−
⋅=−  

 

 

 

4.7.2 Αλγόριθµος της Μεθόδου της Χορδής 

 

 Αν θελήσουµε να υλοποιήσουµε την παραπάνω µέθοδο στον Η/Υ, χρησιµοποιούµε τον 

παρακάτω αλγόριθµο : 

 

 

Αλγόριθµος της Μεθόδου της Χορδής 

 

Αρχή 

 Βρίσκουµε διάστηµα  ( )b,a  τέτοιο ώστε να ισχύει 0)b(f)a(f <⋅  

Θέτουµε a x =  

Θέτουµε b oldx1 =  

Θέτουµε a oldx0 =  

Βρίσκουµε την πρώτη προσέγγιση )oldx(f
)oldx(f)oldx(f

oldxoldx
oldxx 1

01

01

1 ⋅
−

−
−=  
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Για Όσο 
6

10 f(x)
−>  

{ 

 Θέτουµε 10 xold oldx =  ( Κρατάµε την προηγούµενη τιµή του x  ) 

 Θέτουµε x oldx1 =  ( Κρατάµε την τελευταία τιµή του x ) 

 Βρίσκουµε τη νέα προσέγγιση )oldx(f
)oldx(f)oldx(f

oldxoldx
oldxx 1

01

01

1 ⋅
−

−
−=

 
} 

Τέλος 

 

 

� Για τη σύγκλιση της µεθόδου, διατυπώνουµε το επόµενο θεώρηµα : 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 4.8: Αν η εξίσωση 0)x(f =  έχει ρίζα το ξ και ( ) ( )10 x,xb,aI ==  διάστηµα για το 

οποίο ισχύει I∈ξ ,  τότε εφαρµόζοντας τη µέθοδο της Χορδής για την ακολουθία   

n32 x,...,x,x θα έχουµε : 

 

Ι. ξ=
∞→

n
n

xlim  

ΙΙ. Η σύγκλιση είναι περίπου Τετραγωνική ( Τάξη Σύγκλισης = 1.618 ) 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: 

 

Ι. ξεξε −=−= 1100 x,x  

 

Αν πάρουµε τους 3 πρώτους όρους του αναπτύγµατος του Taylor και αναπτύξουµε την εξίσωση 

0)x(f =  ως προς 10 x,x  θα έχουµε :  
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⋅
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όπου ( )),xmax( ),,xmin( 000 ξξξ ∈ , ( )),xmax( ),,xmin( 111 ξξξ ∈  και ( )01 ,max ξξξ = .  

 

Η συνάρτηση )x(f
''  όµως είναι συνεχής και φραγµένη στο Ι, άρα θα υπάρχει Λ, τέτοιο ώστε να 

ισχύει  Λ≤)x(f '' ,  Ix ∈∀ . Η συνάρτηση )x(f
'  επίσης είναι συνεχής και φραγµένη στο Ι, άρα 

θα υπάρχει Κ, τέτοιο ώστε να ισχύει Κ≥)x(f
' ,  Ix ∈∀ , δηλαδή  

Κ
1

)x(f

1
'

≤  και 
Κ
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≤
)x(f

)x(f
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''
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οπότε και 
Κ

Λ

ξ

ξ

⋅
≤⋅

2)(f

)(f

2

1
'

''

, οπότε η αρχική σχέση γίνεται : 
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Θα ισχύει όµως : 

 

abx11 −≤−= ξε  

 

οπότε θα έχουµε : 
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οπότε 
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 οπότε 
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 και  αφού 0)(f)(f
'''' ≠≈ ξξ ,  η σύγκλιση είναι περίπου τετραγωνική.  

 

όπου ( )),xmax( ),,xmin( nnn ξξξ ∈ , ( )),xmax( ),,xmin( 1n1n1n ξξξ −−− ∈  και ( )1nn ,max −= ξξξ .  

 

 

Πιο αναλυτικά: 
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 Έστω p η Τάξη σύγκλισης και Κ η σταθερά σφάλµατος, οπότε θα έχουµε : 
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 οπότε : 
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 οπότε : 
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=+=  

 

 και τελικά η Τάξη σύγκλισης ( αν πάρουµε τη θετική τιµή του p ) θα είναι : 618.1p = . 

 

 

Παράδειγµα 4.16 

 

• Αν η εξίσωση 04x
2 =−  έχει ρίζα το 2=ξ  στο διάστηµα 







=
2

5
,

2

3
I  και )x(f),x(f),x(f '''  

συνεχείς και φραγµένες στο Ι,  

 

1. Να δειχθεί ότι η Μέθοδος της Χορδής συγκλίνει στο διάστηµα 






=
2

5
,

2

3
I   
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2. Να βρεθούν οι προσεγγίσεις n32 x,...,x,x , µε τη Μέθοδο της Χορδής που θα χρειαστούν, ώστε 

να βρεθεί η προσέγγιση nx  της ρίζας 1=ξ  µε ακρίβεια ενός δ.ψ. 

 

Απάντηση 
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Η συνάρτηση )x(f ''  είναι συνεχής και φραγµένη στο Ι, άρα θα υπάρχει Λ, τέτοιο ώστε να 

ισχύει  2)x(f
'' =≤ Λ ,  Ix ∈∀ .  

 

Η συνάρτηση )x(f '  επίσης είναι συνεχής και φραγµένη στο Ι, άρα θα υπάρχει Κ, τέτοιο ώστε 

να ισχύει 3)x(f
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4.7.3 Τάξη Σύγκλισης της Μεθόδου της Εσφαλµένης Θέσης 

 

Στη µέθοδο της Εσφαλµένης Θέσης, αν ξεκινήσουµε µε 0x  το σταθερό σηµείο το σφάλµα 1n−ε  θα 

είναι πάντα σταθερό και ίσο µε 0ε , οπότε η σχέση στο ΙΙ. Του Θεωρήµατος 4.8 γίνεται : 
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οπότε  Clim
n

1n

n

=+

∞→ ε

ε
, και η σύγκλιση είναι γραµµική. 

 

 

4.8 Άλλες Μέθοδοι 

 

Εκτός απ’ τις παραπάνω κλασσικές µεθόδους, έχουν αναπτυχθεί και κάποιες βελτιώσεις ή 

συνδυασµοί των παραπάνω µεθόδων, µερικές απ’ τις οποίες παρουσιάζονται ενδεικτικά παρακάτω 

: 

 

 

Μέθοδος Modified-Newton 

 

• Αν οι τιµές της παραγώγου )x(f '  είναι κοντινές στο διάστηµα ( )00 b,aI = , )x(f)x(f 0

'

n

' ≈ , 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί µόνο η τιµή της παραγώγου )x(f 0

' , οπότε ο τύπος της µεθόδου  

Newton-Raphson θα έχει την παρακάτω µορφή : 
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Μέθοδος Steffensen 

 

• Επειδή ο υπολογισµός της παραγώγου για πολύπλοκες συναρτήσεις είναι επίπονος, η Μέθοδος 

Steffensen  τον αποφεύγει και εγγυάται Τετραγωνική Σύγκλιση, οπότε ο τύπος της µεθόδου  

Newton-Raphson θα έχει την παρακάτω µορφή : 
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Συνδυασµός Μεθόδου Newton-Raphson και Μεθόδου Χορδής  

 

• Στη µέθοδο αυτή το ένα σηµείο χρησιµοποιείται για τη Χορδή και το άλλο για την Εφαπτοµένη. 

Ξεκινάµε µε το αρχικό διάστηµα ]x,x[]b,a[ 0000 = . Φέρνουµε τη Χορδή στα σηµεία 0x , 0x , 

η οποία τέµνει τον άξονα των x στο σηµείο 1x  
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xx
xx 0
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00
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 και την εφαπτοµένη στο σηµείο 0x , η οποία τέµνει τον άξονα των x στο σηµείο 1x  
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και γενικά : 
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Άλυτες Ασκήσεις 4
ου

 Κεφαλαίου 

 

1. ∆ίνεται το Πολυώνυµο 1x)x(P
3 −= .  Να βρεθεί πόσες και ποιες ρίζες υπάρχουν στα 

διαστήµατα ( ) ( ) ( ) ( )2,3,0,2,
2

1,2,2,2 −−−−− .  

 

2. Αν για τη συνάρτηση 3x)x(f 2 −=  υπάρχει µια ρίζα 732.13 ==ξ  στο διάστηµα 

( ) ( )2,1b,a 00 =  να βρεθεί 

 

α) ο αριθµός των επαναλήψεων n µε τη Μέθοδο της ∆ιχοτόµησης που θα χρειαστούν, ώστε 

να βρεθεί η προσέγγιση nx  της ρίζας 732.13 ==ξ  µε ακρίβεια ενός δ.ψ., και  

β) οι προσεγγίσεις n10 x,...,x,x . 

 

3. Αν για τη συνάρτηση 3x)x(f 2 −=  υπάρχει µια ρίζα 732.13 ==ξ  στο διάστηµα 

( ) ( )2,1b,a 00 =  να βρεθούν οι προσεγγίσεις n10 x,...,x,x , µε τη Μέθοδο της Εσφαλµένης Θέσης 

που θα χρειαστούν, ώστε να βρεθεί η προσέγγιση nx  της ρίζας 732.13 ==ξ  µε ακρίβεια ενός 

δ.ψ. 

 

4. Αν  η συνάρτηση  )x(g
x

3
x2x ≡−⋅=  αποτελεί αναδιάταξη της 0)x(f =  

• Να βρεθεί η συνάρτηση 0)x(f =  και οι πραγµατικές ρίζες της  

• Να βρεθεί η Τάξη Σύγκλισης γι’ αυτές τις ρίζες 

• Αν η µέθοδος συγκλίνει στο ( ) ( )2,1b,a 00 = , για 1x0 = , να βρεθούν οι προσεγγίσεις 

n21 x,...,x,x , που θα χρειαστούν, ώστε να βρεθεί η προσέγγιση nx  της θετικής ρίζας µε 

ακρίβεια ενός δ.ψ. 

 

5. Αν  η συνάρτηση  )x(g)
x

3
x(

2

1
x ≡+⋅=  αποτελεί αναδιάταξη της 0)x(f =  

• Να βρεθεί η συνάρτηση 0)x(f =  και οι πραγµατικές ρίζες της  

• Να βρεθεί η Τάξη Σύγκλισης γι’ αυτές τις ρίζες 

• Αν η µέθοδος συγκλίνει στο ( ) ( )2,1b,a 00 = , για 1x0 = , να βρεθούν οι προσεγγίσεις 

n21 x,...,x,x , που θα χρειαστούν, ώστε να βρεθεί η προσέγγιση nx  της θετικής ρίζας  µε 

ακρίβεια ενός δ.ψ. 

 

6. Αν  η συνάρτηση  )x(g)
x

3
x2(

3

1
x ≡+⋅⋅=  αποτελεί αναδιάταξη της 0)x(f =  

• Να βρεθεί η συνάρτηση 0)x(f =  και οι πραγµατικές ρίζες της  

• Να βρεθεί η Τάξη Σύγκλισης γι’ αυτές τις ρίζες 

• Αν η µέθοδος συγκλίνει στο ( ) ( )2,1b,a 00 = , για 1x0 =  να βρεθούν οι προσεγγίσεις 

n21 x,...,x,x , που θα χρειαστούν, ώστε να βρεθεί η προσέγγιση nx  της θετικής ρίζας  µε 

ακρίβεια ενός δ.ψ. 

 

7. Αν  η συνάρτηση  )x(g)
x

1
x(

4

3
x ≡+⋅=  αποτελεί αναδιάταξη της 0)x(f =  

• Να βρεθεί η συνάρτηση 0)x(f =  και οι πραγµατικές ρίζες της  
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• Να βρεθεί η Τάξη Σύγκλισης γι’ αυτές τις ρίζες 

• Αν η µέθοδος συγκλίνει στο ( ) ( )2,1b,a 00 = , για 1x0 =  να βρεθούν οι προσεγγίσεις 

n21 x,...,x,x , που θα χρειαστούν, ώστε να βρεθεί η προσέγγιση nx  της θετικής ρίζας  µε 

ακρίβεια ενός δ.ψ. 

 

 

8. Αν για τη συνάρτηση 3x)x(f
2 −=  υπάρχει µια ρίζα 732.13 ==ξ  στο διάστηµα 

( ) ( )2,1b,a 00 =  µε ]2,1[]b,a[
2

3
x 000 =∈=  να βρεθούν οι προσεγγίσεις n21 x,...,x,x µε τη 

Μέθοδο Newton-Raphson που θα χρειαστούν, ώστε να βρεθεί η προσέγγιση nx  της θετικής 

ρίζας  µε ακρίβεια ενός δ.ψ. 

 

 

9. Αν για τη συνάρτηση 32)-(xx)x(f ⋅=  υπάρχει µια Πολλαπλή ρίζα 2=ξ  στο διάστηµα 

( ) ( )3,1b,a 00 =  
 

• Να βρεθεί η Τάξη Σύγκλισης γι’ αυτή τη ρίζα 

• Με ( ) ( )3,1b,a
2

3
x 000 =∈=  να βρεθούν οι προσεγγίσεις n21 x,...,x,x  µε τη Μέθοδο Newton-

Raphson που θα χρειαστούν, ώστε να βρεθεί η προσέγγιση nx  της ρίζας 2=ξ  µε ακρίβεια 

ενός δ.ψ. 

 

10. Αν για τη συνάρτηση 3x)x(f 2 −=  υπάρχει µια ρίζα 732.13 ==ξ  στο διάστηµα 

( ) ( )2,1b,a 00 = , να δειχθεί ότι η Μέθοδος της Χορδής συγκλίνει στο διάστηµα ( ) ( )2,1b,a 00 =  

και να βρεθούν οι προσεγγίσεις n21 x,...,x,x , µε τη Μέθοδο της Χορδής που θα χρειαστούν, 

ώστε να βρεθεί η προσέγγιση nx  της ρίζας 732.13 ==ξ  µε ακρίβεια ενός δ.ψ. 
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Γραµµικά Συστήµατα 
 

Γενικοί Ορισµοί 

Άµεσες Μέθοδοι Eπίλυσης Γραµµικών Συστηµάτων 

∆ιαγώνια Συστήµατα 

Τριγωνικά Συστήµατα 

Απαλοιφή Gauss Χωρίς Οδήγηση 

Απαλοιφή Gauss µε Μερική Οδήγηση 

Απαλοιφή Gauss µε Οδήγηση κι Εξισορρόπιση 

Απαλοιφή Gauss-Jordan 

Mέθοδοι των ∆ιαδοχικών Προσεγγίσεων 

Μέθοδος Gauss-Seidel 

Μέθοδος Jacobi 

Άλλες Mέθοδοι 
 

5.1  Ορισµοί - Μήτρες και Γραµµικά Συστήµατα 
   

 Η επίλυση των γραµµικών συστηµάτων εµφανίζεται σε µεγάλο πλήθος εφαρµογών. Έτσι, 

πριν προχωρήσουµε στα επιµέρους θέµατα, θα δώσουµε µερικά ενδιαφέροντα συµπεράσµατα της 

γραµµικής Άλγεβρας, ώστε να είναι εφικτή η εµπέδωσή τους χωρίς  απαραίτητα να είναι αναγκαία 

η αναδροµή στη σχετική βιβλιογραφία. 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.1 : Ονοµάζουµε ∆ιανυσµατικό Χώρο (Vector space) ένα σύνολο διανυσµάτων n, στο 

οποίο έχουν οριστεί οι πράξεις της πρόσθεσης και του αριθµητικού (scalar) 

πολλαπλασιασµού.  

 

Παράδειγµα 5.1 

 

α)  � = 	
είναι το σύνολο των n-άδων (x
1
,x

2
,...,x

n
), x

i  

 

β)  � = �
 είναι το σύνολο των n-άδων (y
1
,y

2
,...y

n
), y

i  

 

ℜ∈

C∈
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ΟΡΙΣΜΟΣ 5.2 : Τα n διανύσµατα  v ..., ,v ,v n21 θα λέγονται γραµµικώς εξαρτηµένα, εάν υπάρχει 

ένα σύνολο αριθµών  21 n ..., , , ααα µε έναν τουλάχιστον εκ των 0i ≠α  ώστε να 

ισχύει 0v ... v v nn211  = +++⋅ ⋅⋅2 ααα   

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.3 : Τα διανύσµατα  v ..., ,v ,v n21 θα ονοµάζονται γραµµικά ανεξάρτητα, αν από τη 

σχέση 0v ... v v nn211  = +++⋅ ⋅⋅2 ααα  συνεπάγεται αναγκαστικά 

n1 ... ααα === 2 . 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.4:   Ένα σύνολο διανυσµάτων { n21 v ..., ,v ,v } θα είναι µια βάση του διανυσµατικού 

χώρου V, αν Vv ∈∀ , ∋  µια µοναδική επιλογή αριθµών (scalars) n ..., , , ααα 21 , 

ώστε nn211 v ... v vv ⋅⋅2 +++⋅= ααα . 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.5 : Ονοµάζουµε Μήτρα ή Πίνακα τάξεως mxn µια ορθογώνια διάταξη στοιχείων, 

πραγµατικών ή µιγαδικών αριθµών, που η γενική µορφή της είναι : 

 

 Caήa,

a...aa

............

a...aa

a...aa

A ijij

mn2m1m

n22221

n11211

∈ℜ∈



















=  

 

 

Παρατήρηση 

 

� Οι µήτρες συνήθως συµβολίζονται µε τα κεφαλαία γράµµατα του Λατινικού αλφαβήτου και τα 

στοιχεία τους µε µικρά, ( συνήθως τα αντίστοιχα του ονόµατος της µήτρας ), µε δύο δείκτες, 

όπου ο πρώτος δείκτης ορίζει τη γραµµή και ο δεύτερος τη στήλη του στοιχείου.  

 

 

5.1.1  Πράξεις µε Mήτρες 

 

a) Αν nm
A

×ℜ∈ , nm
B

×ℜ∈  τότε το άθροισµα Α+Β ορίζει  στο διανυσµατικό χώρο nm×ℜ  µια νέα 

µήτρα C, της οποίας τα στοιχεία ijc  δίνονται απ’ τη σχέση   ijijij bac +=  

 

 

b) Αν nmA ×ℜ∈  και ℜ∈λ , ο αριθµητικός πολλαπλασιασµός λ.Α ορίζει στο διανυσµατικό χώρο 
nm×ℜ  µια νέα µήτρα C, της οποίας τα στοιχεία ijc ορίζονται απ’ τη σχέση  ijij ac ⋅= λ  

 

 

c) Αν nm
A

×ℜ∈ , ονοµάζουµε ανάστροφη µήτρα της Α τη nxmt
AC ℜ∈= , της οποίας τα στοιχεία 

ορίζονται απ’ τη σχέση jiij ac =  
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d) Αν nm
A

×ℜ∈ , pn
B

×ℜ∈  ορίζουµε ως γινόµενο των µητρών Α, Β τη µήτρα pm
C

×ℜ∈ , της οποίας 

τα στοιχεία ορίζονται απ’ τη σχέση  
p...1j

m...1i
,bac

n

1k

kjikij =

=
⋅= ∑

=

 

 

Παρατήρηση 

 

� Οι παρακάτω ιδιότητες µπορούν να αποδειχτούν χωρίς ιδιαίτερη δυσκολία. 

 

TTTTTT
AB)BA(BA)BA(

C)AB()BC(ACBBA)CB(A

)CB(AC)BA(ABBA

⋅=⋅+=+

⋅=⋅⋅+⋅=+

++=+++=+

 

 

 

 

5.1.2  Ειδικές Μορφές Μητρών 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.6 : Στο διανυσµατικό χώρο nmV ×ℜ=  ή nmCV ×=  ορίζουµε ως µηδενική µήτρα τη 

µήτρα 00:C0ή0 ij

mxnmxn =∈ℜ∈  ώστε nm
A,A0AA0

×ℜ∈∀=+=+ . 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.7 : Στο διανυσµατικό χώρο nnV ×ℜ=  ορίζουµε ως ταυτοτική ή µοναδιαία µήτρα 
nnI ×ℜ=  τη µήτρα που τα στοιχεία της ορίζονται από την σχέση 





≠

=
=

ji,0

ji,1
ijδ  

 

Παρατήρηση 

 

� Tο σύµβολο ονοµάζεται και σύµβολο του Kronecker ( Kronecker Delta Function ). 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.8 : Εάν η µήτρα Α είναι τετραγωνική τάξεως n και υπάρχει µια µήτρα Β, τάξεως n 

τέτοια ώστε   Α·Β = Β·Α = Ι, τότε η µήτρα Β ονοµάζεται αντίστροφη της Α και 

γράφουµε 1
AB

−=      

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.9 : Μια τετραγωνική µήτρα Α ονοµάζεται συµµετρική, αν ισχύει AA
t = . 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.10 : Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων ny,x ℜ∈  ορίζεται από τη σχέση : 

 

                                 ∑
=

⋅=⋅=⋅=
n

1i

tt

ii xyyxyx)y,x(  
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ΟΡΙΣΜΟΣ 5.11 : Εάν Α είναι µια nm ×  µήτρα, ο αριθµός των γραµµικώς ανεξαρτήτων στηλών της 

ονοµάζεται τάξη της µήτρας κατά στήλες ( Column Rank ), ο δε αριθµός των 

γραµµικώς ανεξαρτήτων γραµµών της ονοµάζεται τάξη της µήτρας κατά 

γραµµές. Αποδεικνύεται ότι οι δύο αυτοί αριθµοί συµπίπτουν και η κοινή τους 

τιµή ονοµάζεται τάξη της µήτρας. 

 

 

5.1.3  Γραµµικά Συστήµατα Εξισώσεων 

 

Το γραµµικό σύστηµα της µορφής : 

 

mnmn22m11m

2nn2222121

1nn1212111

bxa...xaxa

................................................

................................................

bxa...xaxa

bxa...xaxa

=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅

 

 

θα µπορούσε να γραφεί σε µορφή πινάκων : 

  

BxA =⋅  

 

όπου : 

  Α = όπως στον ορισµό 5.5  

  
[ ]
[ ]t

m21

t

n21

b,...,b,bb

x,...,x,xx

=

=
 

 

 

5.1.4  Βασικό Θεώρηµα των Γραµµικών Συστηµάτων 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.1:  Για )C(x,b,A nnnnn ℜ∈ℜ∈ℜ∈ ×  οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες : 

 

1) A·x = b έχει µια µοναδική λύση, τη n
x ℜ∈  ή n

Cx ∈  n
b ℜ∈∀  ή n

Cb ∈ . 

2) A·x = b έχει λύση nx ℜ∈  ή nCx ∈  nb ℜ∈∀  ή nCb ∈ . 

3) .0x0xA =⇒=⋅  
4) 1

A
−  υπάρχει. 

5) Ορίζουσα (Α)≠≠≠≠ 0. 

6) Τάξη της µήτρας Α : r(A) = n. 

 

Παρατήρηση 

 

� Η επίλυση των Γραµµικών Συστηµάτων, ιδιαίτερα όταν το πλήθος των εξισώσεων είναι 

πολύ µεγάλο (π.χ. n > 100), µε τις µεθόδους της κλασσικής Ανάλυσης είναι πολύ δύσκολη, 

ακόµη και αν διαθέτουµε τους πιο σύγχρονους Ηλεκτρονικούς Υπολογιστές. Για το σκοπό 

αυτό, η Αριθµητική Ανάλυση έχει αναπτύξει µεθόδους για την εύκολη σχετικά επίλυσή 

τους, οι οποίες διαιρούνται σε δύο µεγάλες κατηγορίες : τις Άµεσες και τις Έµµεσες ( 

∆ιαδοχικών προσεγγίσεων  ). 
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5.2 Άµεσες Μέθοδοι 

 

• Εάν 0)Adet(,x,b,A
nnnxn ≠ℜ∈ℜ∈ℜ∈ , το γραµµικό σύστηµα προς  επίλυση είναι το 

bxA =⋅ . Επειδή nxn1A,0)Adet( ℜ∈∃≠ −  και το αρχικό σύστηµα γράφεται : 

 

bAxAA 11 ⋅=⋅⋅ −−  

ή  

bAx 1 ⋅= −  

 

και η λύση bAx
1 ⋅= −  σύµφωνα µε το Θεώρηµα 5.1 είναι µοναδική. Στην πράξη τα πράγµατα δεν 

είναι τόσο απλά. Ο υπολογισµός του αντίστροφου πίνακα και όταν ακόµη πραγµατοποιηθεί, είναι 

αµφίβολης ακρίβειας, λόγω των σφαλµάτων στρογγυλοποίησης που υπεισέρχονται. Ιδιαίτερα οξύ 

γίνεται το πρόβληµα, όταν η τιµή της ορίζουσας της µήτρας Α των συντελεστών των αγνώστων 

είναι κοντά στο 0. Στην τελευταία αυτή περίπτωση, µια ελάχιστη µεταβολή ενός εκ των 

συντελεστών µπορεί να επιφέρει τεράστια µεταβολή στη µονοσήµαντα ορισµένη λύση του 

γραµµικού συστήµατος. Ένα τέτοιο σύστηµα ονοµάζεται Ασταθές. 

 

Παράδειγµα 6.1  

 

• Να λυθούν τα γραµµικά συστήµατα:  

       

 2·x+6·y=8    2·x+6·y=8 

 2·x+6.00001·y=8.00001  2·x+5.99999·y=8.000002  

 

 

• Οι λύσεις των δύο συστηµάτων δίνονται απ’ τους τύπους : 

 

1y

1x
{

=

=
  για το πρώτο και  

2y

10x
{

−=

=
 για το δεύτερο.  

 

 

5.2.1  ∆ιαγώνια Συστήµατα 

 

• Eάν 
nnnxn x,b,A ℜ∈ℜ∈ℜ∈ , το γραµµικό Σύστηµα προς επίλυση θα έχει τη µορφή : 

 

nnnn

iiii

2222

1111

bxa

.............

bxa

..............

bxa

bxa

=⋅

=⋅

=⋅

=⋅

           ή   























nn

22

11

a0...00

...............

...............

0...0a0

00...0a























⋅

n

2

1

x

...

...

x

x























=

n

2

1

b

...

...

b

b

      

 

Παρατήρηση 

 

� Παρατηρούµε ότι, όλες οι εξισώσεις του συστήµατος έχουν ένα µόνο άγνωστο, οπότε και  

επιλύονται άµεσα. 



Αριθμητική Ανάλυση & Προγραμματισμός Επιστημονικών Εφαρμογών               Γουλιάνας   Κώστας               2011 Σελίδα 100 

 

� Ο Αλγόριθµος της επίλυσης του συστήµατος που δίνει το κάθε ix
 
είναι : 

 

 

Αλγόριθµος Επίλυσης ∆ιαγωνίου Συστήµατος 

 

Αρχή 

Για n,...,2,1i =  
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a

b
x ii
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Τέλος 

 

 

Παράδειγµα 5.2 

 

Να επιλυθεί το Γραµµικό Σύστηµα : 
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Η λύση του Συστήµατος θα είναι : 
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5.2.2  Κάτω Τριγωνικά Συστήµατα 

 

• Αν 
nnnxn x,b,A ℜ∈ℜ∈ℜ∈ , το γραµµικό Σύστηµα προς επίλυση θα έχει τη µορφή : 
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Παρατήρηση 

 

� Η πρώτη εξίσωση του συστήµατος έχει ένα µόνο άγνωστο και επιλύεται. Τη λύση της 

εξίσωσης αυτής τοποθετούµε στη δεύτερη εξίσωση του συστήµατος, την οποία επιλύουµε 

κ.ο.κ.. Ο Αλγόριθµος της επίλυσης του συστήµατος που δίνει το κάθε ix  είναι : 
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Αλγόριθµος Επίλυσης Κάτω Τριγωνικού Συστήµατος 

 

Αρχή 
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Παράδειγµα 5.3 

 

Να επιλυθεί το Γραµµικό Σύστηµα : 
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Η λύση του Συστήµατος θα είναι : 
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5.2.3  Άνω Τριγωνικά Συστήµατα 

 

• Αν 
nnnxn x,b,A ℜ∈ℜ∈ℜ∈ , το γραµµικό Σύστηµα προς επίλυση θα έχει τη µορφή : 
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Παρατήρηση 

 

� Η τελευταία εξίσωση του συστήµατος έχει ένα µόνο άγνωστο και επιλύεται. Τη λύση της 

εξίσωσης αυτής τοποθετούµε στην πρό-τελευταία εξίσωση του συστήµατος, την οποία 

επιλύουµε κ.ο.κ..  Ο Αλγόριθµος της επίλυσης του συστήµατος που δίνει το κάθε ix  είναι : 

 

 

Αλγόριθµος Επίλυσης Άνω Τριγωνικού Συστήµατος 

 

Αρχή 

nn

n

n
a

b
x =  

Για 1,...,1ni −=  

      0a,)xab(
a

1
x ii

1i

nj

jiji

ii

i ≠⋅−⋅= ∑
+

=

  

Τέλος 

 

 

 

Παράδειγµα 5.4 

 

Να επιλυθεί το Γραµµικό Σύστηµα : 
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Απάντηση 

 

Η λύση του Συστήµατος θα είναι : 
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5.2.4  Μέθοδος της Απαλοιφής του Gauss χωρίς οδήγηση 

 

• Το γραµµικό σύστηµα προς επίλυση θα είναι : 
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και ακολουθούµε τα παρακάτω βήµατα: 

 

 

Βήµα 1 : Αφήνουµε την πρώτη εξίσωση του συστήµατος ως έχει ( Οδηγός γραµµή ). 

 

Βήµα 2 : Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη εξίσωση του συστήµατος διαδοχικά µε τους συντελεστές : 
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απαλείφεται από όλες τις n-1 εξισώσεις, δηλαδή µηδενίζονται οι συντελεστές της 1
ης

 

στήλης του πίνακα Α, οπότε οι συντελεστές των n-1 εξισώσεων θα δίνονται από τους 

τύπους: 
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Βήµα 3 : Στο σύστηµα των n-1 εξισώσεων επαναλαµβάνουµε τα βήµατα 1 και 2, διατηρώντας την 

δεύτερη εξίσωση ως έχει, ενώ από τις n-2 υπόλοιπες θα απαλειφθεί ο άγνωστος 2x   

κ.ο.κ.. 

 

Βήµα 4 : Το σύστηµα µετατρέπεται, µετά από n-1 διαδοχικούς κύκλους, στο άνω τριγωνικό 

σύστηµα : 
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το οποίο µπορεί να επιλυθεί. 

 

 

Παρατήρηση 

 

• Αν στο Βήµα 1 το ∆ιαγώνιο στοιχείο της Οδηγού Γραµµής j είναι ίσο µε µηδέν, ελέγχουµε 

όλες τις γραµµές i=j+1,...,n µέχρι να βρούµε κάποια γραµµή j που περιέχει µη µηδενικό 
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στοιχείο στην αντίστοιχη στήλη, οπότε ανταλλάσσουµε τις γραµµές i και j και συνεχίζουµε µε 

το επόµενο βήµα. Ο Αλγόριθµος της µετατροπής του αρχικού συστήµατος σε Άνω Τριγωνικό 

και της επίλυσης του Άνω Τριγωνικού συστήµατος που δίνει το κάθε ix   είναι : 

 

 

Αλγόριθµος Απαλοιφής Gauss χωρίς Οδήγηση - Επίλυσης Άνω Τριγωνικού Συστήµατος 
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Παράδειγµα 5.5 

 

• Να επιλυθεί το Σύστηµα bxA =⋅  ή 
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µε Απαλοιφή Gauss χωρίς Οδήγηση. 
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Απάντηση  

 

Για την καλύτερη κατανόηση της Μεθόδου θα εµφανίζουµε τους Πολλαπλασιαστές ( συντελεστές 
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οπότε επιλύεται το Άνω Τριγωνικό Σύστηµα 
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5.2.5 Μέθοδος της Απαλοιφής Gauss µε Μερική Οδήγηση  

 

Αν στο Βήµα 1, αντί να επιλέξουµε µη µηδενικό ∆ιαγώνιο στοιχείο της Οδηγού Γραµµής j, 

ελέγχουµε όλες τις γραµµές i=j,...,n για να βρούµε τη γραµµή i που περιέχει το µεγαλύτερο κατ’ 

απόλυτη τιµή στοιχείο στην αντίστοιχη στήλη, οπότε ανταλλάσσουµε τις γραµµές i και j και 
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συνεχίζουµε µε το επόµενο βήµα, προκύπτει η Απαλοιφή Gauss µε Μερική Οδήγηση. Ο 

Αλγόριθµος της µετατροπής του αρχικού συστήµατος σε Άνω Τριγωνικό και της επίλυσης του Άνω 

Τριγωνικού συστήµατος που δίνει το κάθε �
  είναι : 

 

Αλγόριθµος Απαλοιφής Gauss µε Μερική Οδήγηση - Επίλυσης Άνω Τριγωνικού Συστήµατος 

 

Για 1n,...,1j −=   
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Παράδειγµα 5.6 

 

• Να επιλυθεί το Σύστηµα bxA =⋅  ή ⋅
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Απάντηση  

 

• Στοιχείο µε τη Μέγιστη Απόλυτη τιµή στην πρώτη στήλη είναι το  331 =α  που βρίσκεται στη 

3
η
 γραµµή, οπότε γίνεται ανταλλαγή 1

ης
 και 3

ης
 γραµµής : 
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• Στοιχείο µε τη Μέγιστη Απόλυτη τιµή στη δεύτερη στήλη είναι το 
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• Στοιχείο µε τη Μέγιστη Απόλυτη τιµή στην τρίτη στήλη είναι το 343 =α  που βρίσκεται 

στην 4
η
 γραµµή, οπότε γίνεται ανταλλαγή 3

ης
 και 4

ης
 γραµµής : 
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οπότε επιλύεται το Άνω Τριγωνικό Σύστηµα 
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5.2.6  Μέθοδος της Απαλοιφής Gauss µε Οδήγηση κι Εξισορρόπιση 

 

Μια παραλλαγή της προηγούµενης µεθόδου αποτελεί η µέθοδος της απαλοιφής των Gauss-µε 

Οδήγηση κι Εξισορρόπιση, στην οποία, πριν την απαλοιφή, διαιρούµε τα στοιχεία της κάθε 

γραµµής i µε το ∑
=

n

1j

ija . Συνήθως, για την αποφυγή των πολλών πράξεων, γίνεται Εξισορρόπιση 
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µόνο στα στοιχεία των αντίστοιχων στηλών, απ’ τα οποία θα επιλέξουµε τα Οδηγά Στοιχεία, όπως 

φαίνεται στο επόµενο παράδειγµα : 

 

 

Παράδειγµα 5.7 

 

• Να επιλυθεί το Σύστηµα bxA =⋅  ή 

 



















−−

−−

1441

1113

2012

1111

.



















4

3

2

1

x

x

x

x



















=

0

6

5

0

 , ( Λύση 



















=

4

3

2

1

x

x

x

x

x



















=

1

1

1

1

 )  µε Απαλοιφή Gauss µε 

 

Οδήγηση κι Εξισορρόπιση. 
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• Στοιχείο µε τη Μέγιστη Απόλυτη τιµή στην πρώτη στήλη είναι το 
6

3a
'

31 =  που βρίσκεται στη 

3
η
 γραµµή, οπότε γίνεται ανταλλαγή 1

ης
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ης
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• Στοιχείο µε τη Μέγιστη Απόλυτη τιµή στη δεύτερη στήλη είναι το 
28
11'

42a =  που βρίσκεται 

στην 4
η
 γραµµή, οπότε γίνεται ανταλλαγή 2

ης
 και 4

ης
 γραµµής : 
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• Στοιχείο µε τη Μέγιστη Απόλυτη τιµή στην τρίτη στήλη είναι το 
18
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33a =  που βρίσκεται 

στην 3
η
 γραµµή, οπότε δε γίνεται ανταλλαγή : 
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οπότε επιλύεται το Άνω Τριγωνικό Σύστηµα 
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5.2.7  Μέθοδος της Απαλοιφής Gauss-Jordan 

 

Μια παραλλαγή της προηγούµενης µεθόδου αποτελεί η µέθοδος της απαλοιφής των Gauss-Jordan, 

στην οποία απαλείφουµε το 1x  από τις n-1 ( πλην της πρώτης ) εξισώσεις του συστήµατος τον 2x  

από τις n-1 ( πλην της δεύτερης εξίσωσης ) κ.ο.κ., οπότε στο τέλος της διαδικασίας αυτής, το 
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σύστηµα µετατρέπεται σε ισοδύναµο διαγώνιο, το οποίο επιλύεται εύκολα. Ο Αλγόριθµος ( χωρίς 

οδήγηση ) της µετατροπής του αρχικού συστήµατος σε ∆ιαγώνιο και της επίλυσης του ∆ιαγωνίου 

συστήµατος που δίνει το κάθε ix  είναι : 

 

Αλγόριθµος Απαλοιφής Gauss Jordan - Επίλυσης ∆ιαγωνίου Συστήµατος 

 

Για n,...,1j =   

{ 

 Έλεγχος µη µηδενικού ή µεγίστου κατ’ απόλυτη τιµή στοιχείου, ανταλλαγή γραµµών, αν χρειάζεται. 

  Για n,...,1j1,-j..1i +=   ( ή Για  )ij(,n,...,1j ≠= ) 

   { 

     
jj

ij

i
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a
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     Για n,...,jk =  

        jkiikik alaa ⋅−=  

     jiii blbb ⋅−=
 

    } 

} 

Για n,...,1i =  
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i
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b
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Παράδειγµα 5.8 
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µε Απαλοιφή Gauss-Jordan. 

 

Απάντηση  
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l = ) και τις αλλαγές στον επαυξηµένο πίνακα Ab : 
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οπότε επιλύεται το ∆ιαγώνιο Σύστηµα 
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5.3  Επαναληπτικές Mέθοδοι Επίλυσης Γραµµικών Συστηµάτων 

 

Εκτός από τις άµεσες µεθόδους επίλυσης Γραµµικών Συστηµάτων υπάρχουν και οι έµµεσες ή 

επαναληπτικές ή προσεγγιστικές µέθοδοι, όπου η λύση του συστήµατος προκύπτει από διαδοχικές 

προσεγγίσεις T

k

T

1

T

0 x,...,x,x , όπου )x,...,x,x(x )0(

n

)0(

2

)0(

1

T

0 =  µία πρώτη προσέγγιση της ζητούµενης 

λύσης. Χρησιµοποιούνται, όταν έχουµε µεγάλα συστήµατα ή αραιούς πίνακες ( µε πολλά µηδενικά 

στοιχεία ), απαιτούν λιγότερες πράξεις και συγκλίνουν, όταν πληρούνται κάποιες προϋποθέσεις ( 

π.χ. θα πρέπει στον πίνακα Α να υπάρχει υπεροχή του διαγωνίου στοιχείου ).  

 

5.3.1  Μέθοδος Jacobi 

 

Το αρχικό σύστηµα προς επίλυση 0)Adet(,b,x,A,bxA
nnxn ≠ℜ∈ℜ∈=⋅   
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µπορεί να γραφεί σαν nxn
U,L,D,bx)ULD( ℜ∈=⋅++  ή x)UL(bxD ⋅+−=⋅  και σε µορφή 

πινάκων : 
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D , ο πίνακας των διαγωνίων στοιχείων του πίνακα Α 
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, ο πίνακας των στοιχείων του πίνακα Α που βρίσκονται κάτω 

απ’ την κύρια διαγώνιο ( αυστηρά Κάτω Τριγωνικός ) 
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, ο πίνακας των στοιχείων του πίνακα Α που βρίσκονται πάνω 

απ’ την κύρια διαγώνιο ( αυστηρά Άνω Τριγωνικός ) 

 

Ο Επαναληπτικός τύπος θα είναι  )k()1k( x)UL(bxD ⋅+−=⋅ +  και σε µορφή πινάκων : 
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Σε µορφή εξισώσεων θα έχουµε : 
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τις οποίες, αν λύσουµε ως προς 
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και γενικά, για την i  εξίσωση : 
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Αλγόριθµος Jacobi για την Επίλυση του Συστήµατος  

 

Αρχή 

∆ίνουµε τυχαίες ή µηδενικές τιµές στα διανύσµατα )x,...,x,x(x n21

T =  και 

)oldx,...,oldx,oldx(oldx n21

T =   

Για όσο ε>− TT
oldxx     ή   ε>−∑

=

n

1i

ii )oldxx(         { 

 Κρατάµε τα προηγούµενα ix στο ioldx  ( )n,...,2,1i,xoldx ii ==  

 Βρίσκουµε τα νέα ix , n,...,2,1i,oldxab
a

1
x j
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 Εµφανίζουµε τα n,...,2,1i,xi =  

            } 

Τέλος 
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Παράδειγµα 5.9 

• Να επιλυθεί  µε τη Μέθοδο Jacobi το σύστηµα 
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5.3.2  Μέθοδος Gauss-Seidel 

 

Στη µέθοδο Gauss-Seidel, αντί του αρχικού συστήµατος  bxA =⋅  επιλύουµε το σύστηµα  

 

bx)ULD( =⋅++  ή xUbx)DL( ⋅−=⋅+ . Ο Επαναληπτικός τύπος θα είναι  
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Σε µορφή εξισώσεων θα έχουµε : 
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τις οποίες, αν λύσουµε ως προς 
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και γενικά, για την  i  εξίσωση : 
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Αλγόριθµος Gauss-Seidel για την Επίλυση του Συστήµατος  

 

Αρχή 

∆ίνουµε τυχαίες ή µηδενικές τιµές στα διανύσµατα )x,...,x,x(x n21

T =  και 

)oldx,...,oldx,oldx(oldx n21

T =   

Για όσο ε>− TT oldxx     ή   ε>−∑
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ii )oldxx(  

     { 

Κρατάµε τα προηγούµενα ix στο ioldx  ( )n,...,2,1i,xoldx ii ==  
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Εµφανίζουµε τα n,...,2,1i,xi =  

      } 

Τέλος 
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Παράδειγµα 5.10 

 

• Να επιλυθεί  µε τη Μέθοδο Gauss-Seidel το σύστηµα 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 5.2 : Αν υπάρχει υπεροχή του ∆ιαγωνίου στοιχείου κατά γραµµές ή κατά στήλες, 

δηλαδή ισχύει  ∑
≠
=

>
n

ij
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ijii aa    ή   ∑
≠
=

>
n

ji
1i

ijjj aa  τότε η ακολουθία των 

διαδοχικών προσεγγίσεων που παράγεται από τη Μέθοδο Jacobi και Gauss-

Seidel  για την επίλυση του συστήµατος bxA =⋅ ,   nxnA ℜ∈  , nb,x ℜ∈  

0)Adet( ≠ συγκλίνει στη λύση x του συστήµατος. 
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Αλγόριθµος Ελέγχου Υπεροχής Κατά Γραµµές 

 

Αρχή 

Yperoxh = true 

i = 1 

Για όσο )ni( ≤  και (Yperoxh = true ) 

           { 

sum =0 

Για n,...,2,1j =  

      ijasumsum +=  

iiasumsum −=  

Αν ( sumaii ≤ )  τότε 

     Yperoxh = false 

∆ιαφορετικά 

     i = i + 1 

           } 

Αν ( trueYperoxh = )  τότε 

ΥΠΑΡΧΕΙ ΥΠΕΡΟΧΗ ΚΑΤΑ ΓΡΑΜΜΕΣ 

∆ιαφορετικά 

  ΕΛΕΓΧΟΥΜΕ ΑΝ ΥΠΑΡΧΕΙ ΥΠΕΡΟΧΗ ΚΑΤΑ ΣΤΗΛΕΣ 

Τέλος 

 

 

 

Αλγόριθµος Ελέγχου Υπεροχής Κατά Στήλες 

 

Αρχή 

Yperoxh = true 

j = 1 

Για όσο )nj( ≤  και (Yperoxh = true ) 

{ 

sum =0 

Για n,...,2,1i =  

    ijasumsum +=  

jjasumsum −=  

Αν ( suma jj ≤ )  τότε 

    Yperoxh = false 

∆ιαφορετικά 

    j = j + 1 

           } 

Αν ( trueYperoxh= )  τότε 

ΥΠΑΡΧΕΙ ΥΠΕΡΟΧΗ ΚΑΤΑ ΣΤΗΛΕΣ 

∆ιαφορετικά 

  ΤΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ∆Ε ΛΥΝΕΤΑΙ 

Τέλος 
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Παράδειγµα 5.11 

 

• Να ελεγχθεί  αν υπάρχει Υπεροχή κατά Γραµµές ή κατά Στήλες στον πίνακα 
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οπότε δεν υπάρχει Υπεροχή ούτε κατά Στήλες. 

 

 

Παράδειγµα 5.12 

 

• Να ελεγχθεί  αν υπάρχει Υπεροχή κατά Γραµµές ή κατά Στήλες στον πίνακα 
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Απάντηση 
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οπότε δεν υπάρχει Υπεροχή κατά Γραµµές. 
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οπότε υπάρχει Υπεροχή κατά Στήλες. 
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5.4 Άλλες Μέθοδοι 

 

Εκτός απ’ τις µεθόδους που παρουσιάστηκαν παραπάνω, έχουν αναπτυχθεί και κάποιες βελτιώσεις 

ή διαφορετικές µέθοδοι άµεσες και επαναληπτικές των παραπάνω µεθόδων, µερικές απ’ τις οποίες 

παρουσιάζονται ενδεικτικά παρακάτω : 

 

 

Μέθοδος Gauss-Seidel για Αόριστα και Υπερ-ορισµένα Συστήµατα ή Συστήµατα χωρίς 

∆ιαγώνια Υπεροχή 

 

• Αν στο αρχικό µας σύστηµα bxA =⋅  δεν υπάρχει Υπεροχή του ∆ιαγωνίου Στοιχείου ή αν το 

σύστηµά µας είναι Αόριστο ( περισσότεροι άγνωστοι, λιγότερες εξισώσεις ) ή Υπερ-ορισµένο ( 

περισσότερες εξισώσεις, λιγότεροι  άγνωστοι ) πολλαπλασιάζουµε το σύστηµα από αριστερά µε 

τον ανάστροφο πίνακα 
T

A , οπότε προκύπτει το σύστηµα των κανονικών εξισώσεων 

bAxAA TT ⋅=⋅⋅ , ή dxC =⋅ , µε AAC T ⋅=  ένας συµµετρικός πίνακας και bAd T ⋅= , οπότε 

επιλύεται το σύστηµα dxC =⋅  και το κάθε  xi στην k+1 επανάληψη δίνεται απ’ τη σχέση : 
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Μέθοδος Jacobi για Αόριστα και Υπερ-ορισµένα Συστήµατα ή Συστήµατα χωρίς ∆ιαγώνια 

Υπεροχή 

 

• Αν στο αρχικό µας σύστηµα bxA =⋅  δεν υπάρχει Υπεροχή του ∆ιαγωνίου Στοιχείου ή αν το 

σύστηµά µας είναι Αόριστο ( περισσότεροι άγνωστοι, λιγότερες εξισώσεις ) ή Υπερ-ορισµένο ( 

περισσότερες εξισώσεις, λιγότεροι  άγνωστοι ) πολλαπλασιάζουµε το σύστηµα από αριστερά µε 

τον ανάστροφο πίνακα 
T

A , οπότε προκύπτει το σύστηµα των κανονικών εξισώσεων 

bAxAA TT ⋅=⋅⋅ , ή dxC =⋅ , µε AAC T ⋅=  ένας συµµετρικός πίνακας και bAd T ⋅= , οπότε 

επιλύεται το σύστηµα dxC =⋅   και το κάθε  xi στην k+1 επανάληψη δίνεται απ’ τη σχέση : 
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Μέθοδος Successive Over-relaxation ( SOR ) 

 

• Η µέθοδος SOR αποτελεί τη γενίκευση της µεθόδου Gauss-Seidel και το κάθε  xi στην k+1 

επανάληψη δίνεται απ’ τη σχέση : 
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παίρνουµε τη µέθοδο Gauss-Seidel. 
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Μέθοδος Jacobi Over-relaxation ( JOR ) 

 

• Η µέθοδος JOR αποτελεί τη γενίκευση της µεθόδου Jacobi και το κάθε  xi στην k+1 επανάληψη 

δίνεται απ’ τη σχέση : 
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Μέθοδος Richardson 

 

• Αν η αρχική εξίσωση bxA =⋅  γραφεί σαν )xAb(xx ⋅−⋅+= ω  προκύπτει η µέθοδος 

Richardson και το κάθε  xi στην k+1 επανάληψη δίνεται απ’ τη σχέση : 

 

)xab(xx
)k(

j

n

1j

iji

)k(

i

)1k(

i ⋅−⋅+= ∑
=

+ ω  µε 20 <<ω . 

 

 

Μέθοδος Richardson-Gauss-Seidel 

 

• Αν στον προηγούµενο τύπο χρησιµοποιηθεί η µέθοδος Gauss-Seidel προκύπτει η µέθοδος 

Richardson- Gauss-Seidel και το κάθε  xi στην k+1 επανάληψη δίνεται απ’ τη σχέση : 

 

)xaxab(xx
)k(

j

n

ij

ij

)1k(

j

1i

1j

iji

)k(

i

)1k(

i ⋅−⋅−⋅+= ∑∑
=

+
−

=

+ ω  µε 20 <<ω . 

 

Μέθοδος Khaletsky 

 

• Αν η αρχική εξίσωση bxA =⋅  γραφεί σαν bxCB =⋅⋅ , όπου Β ένας πλήρης Κάτω Τριγωνικός 

Πίνακας που περιέχει στοιχεία στη διαγώνιο και C ένας Άνω Τριγωνικός Πίνακας που περιέχει 

µονάδες στη διαγώνιο και στοιχεία πάνω απ’ την κύρια διαγώνιο και αντικαταστήσουµε το 

yxC =⋅ , αντί του αρχικού συστήµατος µπορούµε να επιλύσουµε δύο Τριγωνικά Συστήµατα, 

τα yxC =⋅  και byB =⋅ . 

 

 

 Μέθοδος Τετραγωνικής Ρίζας 

 

• Αν ο πίνακας Α είναι συµµετρικός ( AA
T =  ) µπορεί να γραφεί σαν το γινόµενο δύο 

ανάστροφων τριγωνικών πινάκων ACCT =⋅ , οπότε η αρχική εξίσωση bxA =⋅  µπορεί να 

γραφεί σαν bxCB =⋅⋅ , όπου 
TC  είναι  ένας πλήρης Κάτω Τριγωνικός Πίνακας και C ένας 

πλήρης Άνω Τριγωνικός Πίνακας. Αν αντικαταστήσουµε το yxC =⋅ , αντί του αρχικού 

συστήµατος µπορούµε να επιλύσουµε δύο Τριγωνικά Συστήµατα, τα yxC =⋅  και byC
T =⋅ . 
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Άλυτες Ασκήσεις 5
ου

 Κεφαλαίου 
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2. Να επιλυθεί το Κάτω Τριγωνικό Σύστηµα 
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3. Να επιλυθεί το Άνω Τριγωνικό Σύστηµα 
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4. Να επιλυθεί το Σύστηµα 
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Απαλοιφή Gauss χωρίς Οδήγηση 

 

 

5. Να επιλυθεί το Σύστηµα 
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Απαλοιφή Gauss µε µερική Οδήγηση 

 

 

 

6. Να επιλυθεί το Σύστηµα 
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Απαλοιφή Gauss µε µερική Οδήγηση και Εξισορρόπηση 
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7. Να επιλυθεί το Σύστηµα 
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Απαλοιφή Gauss - Jordan 

 

8. Να ελεγχθεί αν ο Πίνακας 
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11. Να επιλυθεί το Σύστηµα  
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Ανιούσες ∆ιαφορές 
 

Γενικοί Ορισµοί 

Σχέσεις Μεταξύ των 3 Τύπων ∆ιαφορών 

Μετάδοση Σφαλµάτων σε Πίνακες  ∆ιαφορών 

Γραµµικοί Τελεστές ∆ιαφορών 

 
 

6.1  Γενικοί Ορισµοί 
 

Ένα από τα κύρια αντικείµενα της Αριθµητικής Ανάλυσης είναι η προσέγγιση συναρτήσεων 

µε άλλες απλούστερες, όπως τα πολυώνυµα. Σηµαντικό ρόλο στην ανάπτυξη της αντίστοιχης 

θεωρίας παίζουν οι λεγόµενες ανιούσες διαφορές. 

Έστω ότι δίνονται οι τιµές µιας συναρτήσεως )x(f  για ορισµένες τιµές τις ανεξάρτητης 

µεταβλητής x  γραµµένες σε µια στήλη. Από τις τιµές αυτές της συναρτήσεως κατασκευάζουµε τον 

πίνακα διαφορών ως εξής. Γράφουµε σε µια νέα στήλη προς τα δεξιά των προηγούµενων τις 

διαφορές που προκύπτουν, αν κάθε τιµή της συναρτήσεως του πίνακα την αφαιρέσουµε από την 

επόµενη τιµή της. Οι διαφορές αυτές, που γράφονται στη νέα στήλη µεταξύ των τιµών της 

συναρτήσεως από τις οποίες προήρθαν, καλούνται πρώτες διαφορές ή διαφορές πρώτης τάξης. Με 

τον ίδιο τρόπο κατασκευάζουµε τώρα µια νέα στήλη προς τα δεξιά της στήλης των πρώτων 

διαφορών, όπου γράφουµε τις διαφορές που βρίσκουµε µε τον ίδιο τρόπο από τις πρώτες διαφορές, 

όπως πριν βρήκαµε τις πρώτες διαφορές από τις τιµές τις συναρτήσεως. Οι νέες διαφορές 

καλούνται δεύτερες διαφορές ή διαφορές δεύτερης τάξης κ.ο.κ.. Γενικά, ένας πίνακας διαφορών 

που κατασκευάζεται µε βάση 1n +  τιµές της συναρτήσεως )x(f  εξαντλείται στη στήλη των 

διαφορών n  τάξης.  

 

� Απ’ τον τρόπο που δηµιουργείται ο πίνακας διαφορών, φαίνεται ότι  οι τιµές της ανεξάρτητης 

µεταβλητής δεν τον επηρεάζουν και µπορούν να χρησιµοποιηθούν µόνο σαν σηµεία 

αναφοράς. 

 

 

 

Παράδειγµα 6.1 

 

• Να κατασκευαστεί ο πίνακας των προς τα εµπρός διαφορών για τις παρακάτω τιµές : 

 

x -3 -1 0 1 3 

f(x) -1 2 3 0 2 
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Απάντηση 

 

• Ο πίνακας των προς τα εµπρός διαφορών θα έχει τη µορφή : 

 

 x �(�) 1
ες

 διαφορές 2
ες

 διαφορές 3
ες

 διαφορές 4
ες

 διαφορές 

 

-3 -1 

   2 

-1  1   0 

   2    -5 

 0  3   -5    15 

  -3     10 

 1  0    5 

   2 

 3  2 

 

 

� Ανάλογα µε τον τρόπο που χρησιµοποιούµε για να συµβολίσουµε τις διαφορές του πίνακα 

διαφορών µπορούµε να διακρίνουµε τρεις τύπους διαφορών. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 6.1 : Οι πρώτες προς τα εµπρός διαφορές ορίζονται από τη σχέση:  

 

                           n1nn1nnn ff)x(f)x(f)f(xf −=−== ++∆∆  

 

                           Οι δεύτερες προς τα εµπρός διαφορές ορίζονται από τη σχέση :  

  

                         n1n2nn1n1n2nn1nnn

2 ff2f)ff()ff(ff)f(f +−=−−−=−== ++++++ ∆∆∆∆∆  

 

                          Επαγωγικά, οι προς τα εµπρός διαφορές k  τάξης ορίζονται σε σχέση µε τις προς τα 

εµπρός διαφορές 1-k  τάξης ως εξής : 

  

                         n

1k

1n

1k

n

1k

n

k ff)f(f −
+

−− −== ∆∆∆∆∆  

 

� Όταν χρησιµοποιείται ο συµβολισµός των προς τα εµπρός διαφορών, τότε ο πίνακας των 

διαφορών έχει την ακόλουθη µορφή : 

 

2nx −  2nf −      

  
2-nf∆     

1nx −  1nf −   
2-n

2 f∆    

  
1-nf∆   

2-n

3
f∆   

nx  nf   
1-n

2
f∆   

2-n

4
f∆  

  
nf∆   

1-n

3 f∆   

1nx +  1nf +   
n

2
f∆    

  
1nf +∆     

2nx +  2nf +      

 

� Οι ίδιοι δείκτες εµφανίζονται κατά µήκος διαγώνιων µε φορά από πάνω αριστερά προς τα 

κάτω δεξιά. 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 6.2 : Οι πρώτες προς τα πίσω διαφορές ορίζονται από τη σχέση:  

 

                           1nn1nnn ff)x(f)x(ff −− −=−=∇  

 

                           Οι δεύτερες προς τα πίσω διαφορές ορίζονται από τη σχέση :  

  

                        2n1nn2n1n1nn1nnnn

2
ff2f)ff()ff(ff)f(f −−−−−− +−=−−−=∇−∇=∇∇=∇  

 

                          Επαγωγικά, οι προς τα πίσω διαφορές k  τάξης ορίζονται σε σχέση µε τις προς τα 

πίσω διαφορές 1-k  τάξης ως εξής : 

  

                         1n

1k

n

1k

n

1k

n

k
ff)f(f −

−−− ∇−∇=∇∇=∇  

 

� Ο πίνακας των προς τα πίσω διαφορών έχει τη µορφή : 

 

2nx −  2nf −      

  
1-nf∇     

1nx −  1nf −   
n

2
f∇    
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4
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1nf +∇   

2n

3 f +∇   

1nx +  1nf +   
2n

2 f +∇    

  
2nf +∇     

2nx +  2nf +      

 

 

� Οι ίδιοι δείκτες εµφανίζονται κατά µήκος διαγώνιων µε φορά από τα κάτω αριστερά προς τα 

πάνω δεξιά. 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 6.3 : Οι πρώτες κεντρικές διαφορές ορίζονται από τη σχέση:  

 

                           n1nn1n
2

1n
ff)x(f)x(ff −=−= +++

δ  

 

                           Οι δεύτερες κεντρικές διαφορές ορίζονται από τη σχέση :  

  

                        1nn1n1nnn1n
2

1n
2

1nnn

2
ff2f)ff()ff(ff)f(f −+−+−+

+−=−−−=−== δδδδδ  

 

                          Επαγωγικά, οι κεντρικές διαφορές περιττής και άρτιας τάξης ορίζονται σε σχέση 

µε τις κεντρικές διαφορές της προηγούµενης τάξης ως εξής : 

  

                         n

2k2

1n

2k2

2
1n

2k2

2
1n

1k2
ff)f(f

−
+

−

+

−

+

− −== δδδδδ  

                         
2

1n

1k2

2
1n

1k2

n

1k2

n

k2
ff)f(f

−

−

+

−− −== δδδδδ
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� Οι κεντρικές διαφορές περιττής τάξης αναφέρονται (µε τον συµβολισµό τους) σε εικονικές 

τιµές της συναρτήσεως οι οποίες αντιστοιχούν σε τιµές της ανεξάρτητης µεταβλητής που 

είναι ηµι-αθροίσµατα διαδοχικών τιµών αυτής στον πίνακα, ενώ αντίθετα οι κεντρικές τιµές 

άρτιας τάξης αναφέρονται σε τιµές της συναρτήσεως του πίνακα. 

 

� Όταν χρησιµοποιείται ο συµβολισµός των κεντρικών διαφορών, τότε ο πίνακας των 

διαφορών έχει την παρακάτω µορφή : 

 

2nx −  2nf −      

  

2
3-n

δ     

1nx −  1nf −   
1-n

2δ    

  

2
1-n

δ   
2

1-n
3δ   

nx  nf   
n

2δ
  

n
4δ  

  

2
1n+

δ   
2

1n
3

+δ   

1nx +  1nf +   
1n

2
+δ    

  

2
3n+

δ     

2nx +  2nf +      

 

 

� Οι ίδιοι δείκτες εµφανίζονται κατά µήκος της ίδιας οριζόντιας γραµµής. 

 

 

6.2. Σχέσεις Μεταξύ των Τριών Τύπων ∆ιαφορών 

 
Οι πίνακες των διαφορών που χρησιµοποιούν τις προς τα εµπρός, τις προς τα πίσω και τις 

κεντρικές διαφορές συµπίπτουν απόλυτα. Περιέχουν δηλαδή τις ίδιες τιµές στις ίδιες θέσεις. Το 

µόνο που αλλάζει από τον έναν πίνακα στον άλλο είναι ο συµβολισµός που χρησιµοποιείται. Ο 

πίνακας διαφορών, ο οποίος περιέχει όλες τις διαφορές της 1
ης

 και 2
ης

 τάξης θα είναι : 

 

2nx −  2nf −      

  

2

3
n

1n2n fff
−

−− =∇= δ∆     

1nx −  1nf −   
1n

2

n

2

2n

2
fff −− =∇= δ∆    

  

2

1
n

n1n fff
−

− =∇= δ∆     

nx  nf   
n

2

1n

2

1n

2 fff δ∆ =∇= +−    

  

2

1
n

1nn fff
+

+ =∇= δ∆     

1nx +  1nf +   
1n

2

2n

2

n

2
fff ++ =∇= δ∆    

  

2

3
n

2n1n fff
+

++ =∇= δ∆     

2nx +  2nf +      
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Όπως φαίνεται στον πίνακα, η τιµή της διαφοράς nf∆  ( n1n ff −= + ) αν χρησιµοποιήσουµε το 

σύµβολο των προς τα εµπρός διαφορών, ταυτίζεται µε την τιµή 1nf +∇  ( n1n ff −= +  ) αν 

χρησιµοποιήσουµε τις προς τα πίσω διαφορές και µε την τιµή 
2

1n
f

+
δ  ( n1n ff −= +  ), αν 

χρησιµοποιήσουµε τις κεντρικές διαφορές.  

Αντίστοιχα, η τιµή της διαφοράς n

2
f∆ )ff()ff(ff n1n1n2nn1n −−−=−= ++++ ∆∆

n1n2n ff2f +−= ++ , αν χρησιµοποιήσουµε το σύµβολο των προς τα εµπρός διαφορών, ταυτίζεται 

µε την τιµή 2n

2
f +∇ )ff()ff(ff n1n1n2n1n2n −−−=∇−∇= +++++ n1n2n ff2f +−= ++ , αν 

χρησιµοποιήσουµε τις προς τα πίσω διαφορές και µε την τιµή 1n

2 f +δ  (

n1n2nn1n1n2n
2

1n
2

3n
ff2f)ff()ff(ff +−=−−−=−= +++++++

δδ  ), αν χρησιµοποιήσουµε τις 

κεντρικές διαφορές.  

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 6.4 : Η σχέση που συνδέει τα 3 είδη των διαφορών k τάξης είναι : 

 

                           
2

kn

k

kn

k

n

k
fff

++ =∇= δ∆  

 

 

Παρατήρηση 

 

� Στις πιο πολλές περιπτώσεις, οι τιµές της συνάρτησης )x(f  δίνονται για ισαπέχουσες τιµές 

της µεταβλητής x , δηλαδή η διαφορά µιας τιµής της µεταβλητής x  από την επόµενή της που 

είναι το βήµα της πινακοποίησης θα θεωρείται σταθερό και ίσο µε 0h > .  

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.1:  Για τις διαφορές n τάξης ενός πολυωνύµου βαθµού n ισχύει : 

   

 n

0

n
h!np)x(P ⋅⋅=∆ = σταθερό. 

 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

 

Έστω το πολυώνυµο βαθµού n :  

 

  n1n

1n

1

n

0 pxp...xpxp)x(P +⋅++⋅+⋅= −
−     )0p( 0 ≠ . 

 

Σχηµατίζουµε τις διαφορές πρώτης τάξης σε ένα οποιοδήποτε σηµείο x του πίνακα. Επειδή τελικά 

οι τρεις τύποι διαφορών, όπως είδαµε πριν, συµπίπτουν, παίρνουµε για ευκολία προς τα εµπρός 

διαφορές. Έτσι χρησιµοποιώντας και το ανάπτυγµα του διώνυµου του Newton θα έχουµε : 

 
P(x)-h)(xP(x)P +=∆  

)pxp...xpxp(ph)(xp...h)(xph)(xp n1-n

1-n

1

n

0n1-n

1-n

1

n

0 +⋅++⋅+⋅−++⋅+++⋅++⋅=  

n1n

2n1n

1

1nn

0 p)hx(p...)xh)1n(x(p...)xhnx(p ++⋅++⋅⋅−+⋅++⋅⋅+⋅= −
−−−

 

)pxp...xpxp( n1-n

1-n

1

n

0 +⋅++⋅+⋅−  

1n

0 xhnp −⋅⋅⋅=  + όροι βαθµού 1n −<  
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δηλαδή οι διαφορές πρώτης τάξης ενός πολυωνύµου βαθµού n που έχει συντελεστή 

µεγιστοβάθµιου όρου 0p , όταν το βήµα της πινακοποίησης είναι h , αποτελούν πολυώνυµο βαθµού 

1n −  που έχει συντελεστή µεγιστοβάθµιου όρου hna0 ⋅⋅ . Αντίστοιχα για τις διαφορές δεύτερης 

τάξης θα ισχύει : 

 

2.-nύόxh1)-(nhnp

1)-nύόxhnp())x(P(P(x)

2-n

0

1-n

0

2

<+⋅⋅⋅⋅⋅=

<+⋅⋅⋅==

ροιβαθµο

ροιβαθµο∆∆∆∆
 

 

Για τις διαφορές τρίτης τάξης θα ισχύει : 

 

3.-nύόxh2)-(nh1)-(nhnp)x(P 3-n

0

3 <+⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= ροιβαθµο∆  

 

Και επαγωγικά για τις διαφορές n τάξης θα ισχύει : 

 
n

0

nn

0

n
h!npxh1h2h)2n(h)1n(hnp)x(P ⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅⋅= −∆ = σταθερό. 

 

 

 

ΠΟΡΙΣΜΑ 5.1:  Οι διαφορές n+1 τάξης ενός πολυωνύµου βαθµού n είναι ίσες µε µηδέν 

 

 

Παράδειγµα 6.2 

 

• Να κατασκευαστεί ο πίνακας των προς τα εµπρός διαφορών για τις τιµές της συναρτήσεως 
2x)x(P =  στα σηµεία .3)2.0(2x =   : 

 

Απάντηση 

 

• Ο πίνακας των προς τα εµπρός διαφορών θα έχει τη µορφή : 

 

x 2
x)x(P =  ∆ιαφορές ∆ιαφορές ∆ιαφορές 

   1
ης  
Τάξης 2

ης  
Τάξης 3

ης  
Τάξης 

2.0 4.00 

       0.84 

2.2 4.84       0.08  

       0.92          0 

2.4 5.76       0.08 

       1.00          0 

2.6 6.76       0.08 

       1.08          0 

2.8 7.84       0.08 

       1.16 

3.0 9.00 

 

� Όπως φαίνεται στο παράδειγµα, αφού η συνάρτηση είναι πολυώνυµο δευτέρου βαθµού          

( 2n = ) οι διαφορές δεύτερης τάξης θα είναι σταθερές και ίσες µε 

08.004.02)2.0(!21h!np
22

0 =⋅=⋅⋅=⋅⋅ , ενώ οι διαφορές τρίτης και ανώτερης τάξης θα είναι 

ίσες µε µηδέν. 
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6.3. Μετάδοση Σφαλµάτων σε Πίνακα ∆ιαφορών 

 
Αν υπάρχουν κάποια σφάλµατα σε µια ή περισσότερες τιµές µιας συναρτήσεως, αυτό έχει 

σαν συνέπεια, κατά την κατασκευή του πίνακα διαφορών της συναρτήσεως, να µεταδίδεται στις 

διαφορές ανώτερης τάξης και να αλλοιώνει σε µεγάλο βαθµό την τιµή τους, όπως φαίνεται στο 

παράδειγµα που ακολουθεί : 

 

 

Παράδειγµα 6.3 

 

• Να κατασκευαστεί ο πίνακας των προς τα εµπρός διαφορών για την αλληλουχία τιµών της 

συνάρτησης )0,0,0,1,0,0,0()x(f =  : 

 

Απάντηση 

 

 

• Ο πίνακας των προς τα εµπρός διαφορών θα έχει τη µορφή : 

 

)x(f     ∆           
2∆       

3∆                 
4∆          

5∆             
6∆       

7∆            
8∆  

 

0       

     0           

0           0      

     0                  0      

0           0      1    

     0        1          -5      

0           1     -4             15 

     1       -3            10          -35 

1         -2         6            -20           70   

     -1        3         -10        35 

0          1     -4             15 

     0       -1          5 

0          0         1 

     0       0        

0          0          

    0 

0                   
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6.3.1. Μετάδοση Σφάλµατος που Υπάρχει σε µια Από τις Τιµές της Συνάρτησης 

 

Έστω ότι οι τιµές µιας συνάρτησης δίνονται  πινακοποιηµένες για διάφορες τιµές του x και 

σε µια από τις τιµές αυτές, έστω σε εκείνη που αντιστοιχεί στο nx , υπάρχει σφάλµα ίσον µε ε. Τότε 

είναι εύκολο να δούµε ότι ο πίνακας διαφορών της συναρτήσεως θα έχει την ακόλουθη µορφή : 

 

x   )x(f             ∆            
2∆             

3∆                              
4∆         7∆   

 

4-nx
 4-nf

      

            4-nf∆
           

3-nx
 3-nf

                            4-n

2 f∆
     

            3-nf∆
                    4-n

3
f∆

             

2-nx
 2-nf

                            3-n

2 f∆
             

ε∆ +4-n

4 f
      

            2-nf∆
         

ε∆ +3-n

3
f

                               

1-nx
 1-nf

                           
ε∆ +2-n

2 f
             

ε∆ ⋅− 4f 3-n

4

   

              
ε∆ +1-nf

                    
ε∆ ⋅− 3f 2-n

3

                      

nx
 

ε+nf
                        ε∆ ⋅− 2f 1-n

2
             

ε∆ ⋅+ 6f 2-n

4

      

             
ε∆ −nf

                     
ε∆ ⋅+ 3f 1-n

3

           

1nx +  1nf +                           
ε∆ +n

2 f
              

ε∆ ⋅− 4f 1-n

4

  

              1nf +∆
         

ε∆ −n

3
f

 

2nx +  2nf +                         1n

2 f +∆
                 

ε∆ +n

4 f
    

           2nf +∆
                   1n

3 f +∆
         

3nx +  3nf +                          2n

2
f +∆

          

         3nf +∆
 

4nx +  4nf +                   
 

Το σφάλµα ε που µεταδίδεται µέχρι και τις τέταρτες διαφορές είναι ίσο µε γινόµενο του αρχικού 

σφάλµατος ε επί τους αντίστοιχους διωνυµικούς συντελεστές (1, -2,-1) για τις δεύτερες διαφορές,  

(1, -3, 3, -1) για τις τρίτες διαφορές,  (1, -4, 6, -4, 1) για τις τέταρτες διαφορές. 

 

 

 

 

Παράδειγµα 6.4 

 

• Να κατασκευαστεί πίνακας διαφορών για την εύρεση του σφάλµατος που υπάρχει σε µια από 

τις τιµές της συνάρτησης f(x), που δίνεται από τον παρακάτω πίνακα τιµών, όταν είναι 

γνωστό ότι αυτή είναι πολυώνυµο τρίτου βαθµού και να διορθωθεί η αντίστοιχη τιµή της. 

 

x    1       2       3       4       5       6        7        8         9        

f(x) -28     -9      -2      -1       1      7      26      63      124       
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Απάντηση 

 

• Ο πίνακας των προς τα εµπρός διαφορών θα έχει τη µορφή : 

 

x   )x(f             ∆            
2∆       

3∆               
4∆         7∆   

 

  1    -28      

            19           

  2     -9                            -12     

              7                    6             

  3     -2                             -6             1      

              1         7                               

  4     -1                             1            -4   

                2                    3                      

  5      1                          4                        6      

               6                     9           

  6     7                          13            -4  

              19         5 

  7   26                        18                1    

           37                   6         

  8   63                         24          

         61        

  9 124                    

 

 

Στον παραπάνω πίνακα θα έπρεπε οι τέταρτες διαφορές ∆
4
f(x) να ήταν ίσες µε µηδέν, αφού η f(x) 

είναι πολυώνυµο τρίτου βαθµού και είναι πινακοποιηµένη σε σηµεία που ισαπέχουν. Εποµένως οι 

τέταρτες διαφορές που δεν είναι ίσες µε µηδέν θα πρέπει να είναι ίσες µε τα γινόµενα του 

σφάλµατος ε επί τους αντίστοιχους διωνυµικούς συντελεστές (1, -4, 6, -4, 1). Η τιµή 1 που 

εµφανίζεται στο κάτω µέρος του Πίνακα ∆ιαφορών 4
ης

 τάξης είναι η τιµή της διαφοράς 

∆
4
f(5)+ε=0+ε=1, επειδή στην τιµή f(5) υπάρχει σφάλµα ίσον µε  ε = 1. Άρα η αντίστοιχη 

διορθωµένη τιµή της συνάρτησης θα είναι 0111)5(f =−=−= ε . 

 

 

 

6.3.2. Σφάλµατα Στρογγυλοποίησης των Τιµών της Συνάρτησης 

 

Υποθέτουµε ότι οι τιµές της συνάρτησης είναι πινακοποιηµένες και έχουν στρογγυλευτεί σε 

k δ.ψ. Αυτό σηµαίνει πως αν 
)(

n

οε  παριστάνει το σφάλµα στρογγυλοποίησης που αντιστοιχεί στην 

οποιαδήποτε ακριβή τιµή της συνάρτησης nn f)f(x = , µε αντίστοιχη προσεγγιστική τιµή 
*

n

*

n f)f(x = , θα έχουµε 

 

k

n

*

n

)(

n 10
2

1
ff −⋅≤−=οε    

 

Αν 
)1(

nε  είναι το σφάλµα που αντιστοιχεί στην οποιαδήποτε ακριβή τιµή της πρώτης διαφοράς 

nn f)f(x ∆∆ = , µε αντίστοιχη προσεγγιστική τιµή 
*

n

*

n f)f(x ∆∆ = , θα έχουµε: 
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)0(

n

)0(

1nn

*

n1n

*

1nn1n

*

n

*

1nn

*

n

)1(

n )ff()ff()ff()ff(ff εε∆∆ε −=−−−=−−−=−= +++++   

 

οπότε : 

 

k0k)0(

n

)0(

1n

)0(

n

)0(

1n

)1(

n 10210
2

1
2 −−

++ ⋅=⋅⋅≤+≤−= εεεεε  

 

Αν 
)2(

nε  είναι το σφάλµα που αντιστοιχεί στην οποιαδήποτε ακριβή τιµή της δεύτερης διαφοράς 

n

2

n

2 f)f(x ∆∆ = , µε αντίστοιχη προσεγγιστική τιµή 
*

n

2*

n

2 f)f(x ∆∆ = , θα έχουµε: 

 

n1n

*

n

*

1nn1n

*

n

*

1nn

*

nn

2*

n

2)2(

n ffff)ff()ff()f()f(ff ∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆ε +−−=−−−=−=−= ++++

)ff()ff(2)ff(ffffffff n

*

n1n

*

1n2n

*

2nn1n1n2n

*

n

*

1n

*

1n

*

2n −+−⋅−−=−++−+−−= ++++++++++

 
)0(

n

)0(

1n

)0(

2n 2 εεε +⋅−= ++  

 

οπότε : 

 

k1k)0(

n

)0(

1n

)0(

1n

)0(

n

)0(

1n

)0(

2n

)2(

n 10210
2

1
422 −−

++++ ⋅=⋅⋅≤+⋅+≤+⋅−= εεεεεεε  

 

Επαγωγικά µπορεί να αποδειχτεί ότι αν 
m)(

nε  είναι το σφάλµα που αντιστοιχεί στην 

οποιαδήποτε ακριβή τιµή της διαφοράς m τάξης n

m f∆ , µε αντίστοιχη προσεγγιστική τιµή 
*

n

m f∆ , 

θα έχουµε: 

 

)ff()ff()f()f(ff n

1m

1n

1m*

n

1m*

1n

1m

n

1m*

n

1m

n

m*

n

m)m(

n

−
+

−−
+

−−− −−−=−=−= ∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆ε
)1m(

n

)1m(

1nn

1m*

n

1m

1n

1m*

1n

1m
)ff()ff(

−−
+

−−
+

−
+

− −=−−−= εε∆∆∆∆  

 

οπότε : 

 
k1mk2m)1m(

n

)1m(

1n

)1m(

n

)1m(

1n

)m(

n 1021022
−−−−−−

+
−−

+ ⋅=⋅⋅≤+≤−= εεεεε  

 

 

 

 

Παράδειγµα 6.5 

 

• Να κατασκευαστεί ο πίνακας των προς τα εµπρός διαφορών για τις τιµές της συνάρτησης 
2x)x(P =  στα σηµεία 3)2.0(2x =  στρογγυλευµένες σε ένα δ.ψ. Να βρεθεί ένα φράγµα για 

το απόλυτο σφάλµα στις τρίτες διαφορές της συνάρτησης που προέρχεται από τα σφάλµατα 

στρογγυλοποίησης στις τιµές της  : 
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Απάντηση 

 

• Ο πίνακας των προς τα εµπρός διαφορών θα έχει τη µορφή : 

 

x 2x)x(P ≈  ∆ιαφορές ∆ιαφορές ∆ιαφορές 

   1
ης  
Τάξης 2

ης  
Τάξης 3

ης  
Τάξης 

2.0      4.0 

       0.8 

2.2     4.8       0.2  

       1.0          -0.2 

2.4     5.8       0.0 

       1.0           0.0 

2.6     6.8       0.0 

       1.0           0.2 

2.8     7.8       0.2 

       1.2 

3.0     9.0 

 

 

Τα σφάλµατα στρογγυλοποίησης που υπάρχουν στις πινακοποιηµένες τιµές της συνάρτησης 

θα ικανοποιούν τη σχέση 1k)0(

n 10
2

1
10

2

1
|| −− ⋅=⋅≤ε . Εποµένως για τα σφάλµατα στις τρίτες 

διαφορές ( 3m = )  της συνάρτησης θα ισχύει : 

 

25.0102102|| 113k1m)3(

n =⋅=⋅≤ −−−−ε  

 

Εποµένως ένα απόλυτο φράγµα για τα σφάλµατα αυτά είναι ο αριθµός 25.0 . 

 

Η συνάρτηση 2x)x(P)x(f ==  είναι πολυώνυµο δευτέρου βαθµού εποµένως θα έπρεπε οι 

δεύτερες διαφορές n

2 f∆  να ήταν σταθερές και οι τρίτες n

3 f∆  ίσες µε µηδέν. Επειδή όµως 

υπάρχουν τα σφάλµατα στρογγυλοποίησης στις τιµές τις συναρτήσεως οι τρίτες διαφορές θα είναι 

ίσες µε: 

 
(3)

n

(3)

n

(3)

nn

3*

n

3
0ff εεε∆∆ =+=+= . 

 

δηλαδή οι τρίτες διαφορές αποτελούν σφάλµατα και µόνο που προέρχονται από τα σφάλµατα 

στρογγυλοποίησης στις τιµές της συνάρτησης. Εποµένως θα πρέπει αυτά να φράζονται απόλυτα 

από τον αριθµό 25.0 . Πραγµατικά ισχύει: 

 

25.02.0,2.0 ≤−  
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*6.4. Γραµµικοί Τελεστές ∆ιαφορών 
 

Χρησιµοποιήσαµε τα σύµβολα ∆, ∇  και δ για να συµβολίσουµε αντίστοιχα τις προς τα 

εµπρός, τις προς τα πίσω και τις κεντρικές διαφορές. Σύµβολα του τύπου αυτού στα µαθηµατικά 

καλούνται τελεστές. Η τυπική ανάλυση των τελεστών, χρησιµοποιώντας τους κανόνες της 

άλγεβρας και της ανάλυσης, αποτελούν συχνά ένα κοµψό µέσο για την ανεύρεση προσεγγιστικών 

τύπων. Οι συνήθεις τελεστές που περιλαµβάνουν και  τους παραπάνω τελεστές, οι οποίοι 

καλούνται τελεστές διαφορών είναι : 

 

)()( hxfxEf += ……………………………Τελεστής Μετατόπισης 

)()()( xfhxfxf −+=∆ …………………….Τελεστής προς τα Εµπρός ∆ιαφορών 

)(')( xfxDf = ……………………………….∆ιαφορικός Τελεστής  

)
2

1
()

2

1
()( hxfhxfxf −−+=δ ……………..Τελεστής Κεντρικών ∆ιαφορών 

)()()( hxfxfxf −−=∇ …………………….Τελεστής προς τα Πίσω ∆ιαφορών 






 −++= )
2

1
()

2

1
(

2

1
)( hxfhxfxfµ  ……….Μέσος Τελεστής  

 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 6.4 :  Ένας τελεστής λέµε ότι είναι γραµµικός όταν :  

 
                            gfa)gfa( ΤβΤβΤ ⋅+⋅=⋅+⋅  

 

 για αυθαίρετες σταθερές α, β, και αυθαίρετες συναρτήσεις f, g. 

 

 

 

 

Παράδειγµα 6.6 

 

• Να εφαρµοστεί ο παραπάνω ορισµός στον τελεστή ∆. 

 

Απάντηση 

 

 

∆g(x)β + f(x)α =       

g(x)) - h)+(g(xβ + f(x)) - h)+f(x(α =       

 g(x))β + f(x)(α - h))+g(xβ + h)+f(x(α = g(x))β+ f(x)∆(α

⋅⋅

⋅⋅

⋅⋅⋅⋅⋅⋅

∆

 

 

 

� Οι παραπάνω έξι τελεστές είναι όλοι τους γραµµικοί.  

 

� Η πράξη του πολλαπλασιασµού µε µια σταθερά α, είναι επίσης ένας γραµµικός τελεστής. 

 

� Εάν 21 ,, ΤΤΤ  είναι τελεστές, τότε το άθροισµά τους, το γινόµενο κ.τ.λ. ορίζεται όπως 

παρακάτω: 
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( )
( )
( )
( ) )f(f

)f(f

fff

fff

2121

2121

2121

ΤαΤα

ΤΤΤΤ

ΤΤΤΤ

ΤΤΤΤ

⋅=⋅

⋅=⋅

−=−

+=+

 

 TfTTfT n ⋅⋅⋅⋅=  (n φορές) 

 

� Οι παραπάνω τελεστές αντιµετατίθενται στη πράξη του πολλαπλασιασµού, δηλαδή αν 21 ,ΤΤ  

είναι τελεστές, ισχύει 1221 ΤΤΤΤ ⋅=⋅ . 

 

 

Παράδειγµα 6.7 

 

• Να αποδειχθεί ότι οι τελεστές ∆ και Ε αντιµετατίθενται στη πράξη του πολλαπλασιασµού. 

 

Απάντηση 

 

h)+f(x - 2h)+f(x = h)+∆f(x = ∆(Ef(x)) = Εf(x)∆ ⋅  

 

και 

 

h)+f(x - 2h)+f(x = f(x)) - h)+E(f(x  = ∆f(x)Ε ⋅  
 

άρα  

 

∆Ε = Ε∆ ⋅⋅  
 

 

Παρατηρήσεις 
 

� ∆ύο τελεστές είναι ίσοι, 
21 ΤΤ = , εάν ff 21 ΤΤ = , για κάθε f .  

 

� Μπορεί να αποδειχθεί ότι τα ακόλουθα ισχύουν για όλους τους γραµµικούς τελεστές: 

 

( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ff

ff

f)f

ff

321321

3121321

321321

1221

ΤΤΤΤΤΤ

ΤΤΤΤΤΤΤ

ΤΤΤΤΤΤ

ΤΤΤΤ

⋅⋅=⋅⋅

⋅+⋅=+⋅

++=++

+=+

 
 

� Ο τελεστής Ι θα λέµε ότι είναι ο µοναδιαίος ή ταυτοτικός τελεστής όταν για κάθε συνάρτηση 

f(x) και σε κάθε σηµείο x αυτής ισχύει η σχέση f(x)=Ιf(x) .  

 

� Ο τελεστής 1−Τ  θα λέµε ότι είναι ο δεξιός αντίστροφος του τελεστή Τ  όταν ισχύει η σχέση 

1
1 =⋅ −ΤΤ . Αν ισχύει και η σχέση 1

1 =⋅− ΤΤ , δηλαδή ο τελεστής 1−Τ  είναι συγχρόνως και 

αριστερός αντίστροφος του Τ , τότε θα λέµε απλά ότι ο 1−Τ  είναι αντίστροφος του Τ. και θα 

ισχύει η σχέση 1
11 =⋅=⋅ −− ΤΤΤΤ . 
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� Είναι δυνατό να αποδειχθεί ότι από τους πέντε πρώτους γραµµικούς τελεστές ∆, ∇ , δ, Ε και 

D µόνο ο Ε έχει αντίστροφο. Οι άλλοι τέσσερις έχουν µόνο δεξιό αντίστροφο. Γι’ αυτόν τον 

δεξιό αντίστροφο 1−Τ  ισχύει : 

 

c+ f(x) = Τf(x)1 ⋅−Τ  

 

� Οι πέντε τελεστές ∆, ∇ , δ, Ε και D υπακούν σχεδόν σε όλους τους νόµους της Άλγεβρας, µε 

µόνη εξαίρεση την ιδιότητα του αντιστρόφου για τους ∆, ∇ , δ και D και ότι προκύπτει από 

αυτήν. Εποµένως µπορούµε σχεδόν πάντοτε να κάνουµε πράξεις µεταξύ τους µε τον ίδιο 

τρόπο που κάνουµε πράξεις µεταξύ πραγµατικών αριθµών. Ο αντίστοιχος λογισµός καλείται 

λογισµός των τελεστών και οι αντίστοιχες χρησιµοποιούµενες µέθοδοι καλούνται συµβολικές 

µέθοδοι. 

 

 

Παράδειγµα 6.8 

 

• Χρησιµοποιώντας το λογισµό των τελεστών να εκφραστούν οι τέσσερις τελεστές ∆, ∇ , δ και 

D σαν συναρτήσεις του τελεστή Ε. 

 

Απάντηση 

 

• Για τον τελεστή ∆ έχουµε: 

 

1)f(x)-(E = f(x) - Ef(x) = f(x) - h)+f(x = ∆f(x)   

 

άρα 1-Ε = ∆ . 

 

• Για τον τελεστή ∇  έχουµε: 

 

)f(x)E-(1 = f(x)E - f(x) = h)-f(x - f(x) = f(x)
-1-1∇  

 

άρα 
-1Ε-1 =∇  

 

• Για τον τελεστή δ έχουµε: 

 

)()()()()
2

()
2

f(xf(x) 2
1

2
1

2
1

2
1

xfEExfExfE
h

xf
h −−

−=−=−−+=δ  

άρα 2
1

2
1

E-E
−

=δ . 

 

• Για να βρούµε τώρα τον τελεστή D σαν συνάρτηση του τελεστή Ε εργαζόµαστε κάπως 

αντίστροφα. Βρίσκουµε τον τελεστή Ε σαν συνάρτηση του τελεστή D που όπως θα δούµε 

προκύπτει ευκολότερα. Αν αναπτύξουµε τη συνάρτηση f(x+h) σε συγκλίνουσα σειρά Taylor 

γύρω από το σηµείο x παίρνουµε : 

 

...)x('''f
!3

h
)x(''f

!2

h
)x('fh)x(f)hx(f)x(f

32

+⋅+⋅+⋅+=+=Ε  

...)x(fD
!3

h
)x(fD

!2

h
)x(f

!1

Dh
)x(f

3
3

2
2

+⋅+⋅+
⋅

+=  
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)x(f...
!3

D)(h

!2

D)h(

!1

Dh
1

32









++

⋅
+

⋅
+

⋅
+=  

)x(fe Dh⋅=  

 

δηλαδή Dh
eE

⋅= .  

 

Λογαριθµίζοντας έχουµε : 

 

Elog
h

1
D = . 

 

 

Παρατήρηση 

 

� Όπως εργαστήκαµε στο παράδειγµα της προηγούµενης παραγράφου για να εκφράσουµε τους 

τελεστές ∆, ∇ , δ και D σαν συναρτήσεις του τελεστή Ε, ανάλογα µπορούµε α εργαστούµε 

και να εκφράσουµε οποιοδήποτε από τους πέντε τελεστές σαν συνάρτηση οποιοδήποτε 

άλλου. Οι αντίστοιχες εκφράσεις που µπορούν να προκύψουν δίνονται στον παρακάτω 

πίνακα: 

 

 ∆ ∇  δ Ε D 

∆  1)1( 1 −∇− −  
4

1
2

1 2
2 δ

δδ ++  1−Ε  1e
Dh −⋅  

∇  
-1)1(1 ∆+−   

4
1

2

1
2

2 δ
δδ ++−  1

1
−− Ε  

Dh
e-1

⋅−  

∆ 2
1

)1(
−

+ ∆∆  2
1

)1(
−

∇−∇   2
1

2
1 −

− ΕΕ  






 ⋅
⋅

2

Dh
sinh2  

Ε 1+∆  
1)1( −∇−  

4
1

2

1
1

2
2 δ

δδ +++   Dh
e

⋅  

D )1log(
h

1
∆+  )1log(

h

1
∇−−  

2
sinh

h

2 1- δ
 Εlog

h

1
  

 

 

 

Παρατήρηση  

 

� Για να αποδείξουµε µια ισότητα µεταξύ δυο τελεστών, ο απλούστερος ίσως από τους 

πολλούς τρόπους εργασίας, είναι να εκφράζουµε τα δυο µέλη της ισότητας σαν συναρτήσεις 

του τελεστή Ε και να αποδεικνύοµε ότι οι δυο εκφράσεις συµπίπτουν. 

 

 

Παράδειγµα 6.9 

 

• Να αποδειχθεί ότι : 

 

∇⋅=∇− ∆∆  
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Απάντηση 

 

Επειδή 1−= Ε∆  και 1
1

−−=∇ Ε  έχουµε : 

 

111

11

211)1)(1(

2)1(1

−−−

−−

+−=+−−=−−=∇⋅

+−=−−−=∇−

ΕΕΕΕΕΕ∆

ΕΕΕΕ∆
 

 

άρα 

 

∇⋅=∇− ∆∆ . 

 

 

 

 

Παρατήρηση  

 

� Όταν χρησιµοποιούµε εκφράσεις της µορφής log(1+∆) ή 1)1( −∇−  ή 
2

sinh 1- δ
 κ.λ.π, 

εννοούµε τις σειρές του τελεστή που συνδέονται µε τις αντίστοιχες συναρτήσεις. Π.χ. όταν 

γράφουµε και χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό log(1+∆) εννοούµε τη σειρά 

...
32

32

−−−
∆∆

∆ . 
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Άλυτες Ασκήσεις 6
ου

 Κεφαλαίου 

 

 

1. Να κατασκευαστεί ο πίνακας των προς τα εµπρός διαφορών για τις τιµές της συναρτήσεως 
3

x)x(P =  στα σηµεία .3)2.0(2x =    

2. Να κατασκευαστεί πίνακας διαφορών για την εύρεση του σφάλµατος που υπάρχει σε µια από 

τις τιµές της συνάρτησης f(x), που δίνεται από τον παρακάτω πίνακα τιµών, όταν είναι 

γνωστό ότι αυτή είναι πολυώνυµο τρίτου βαθµού και να διορθωθεί η αντίστοιχη τιµή της. 

x    1       2       3       4       5       6        7        8         9        

f(x)   0       4     18      48   101  1260  2352 4160    6480      

3. Να κατασκευαστεί ο πίνακας των προς τα εµπρός διαφορών για τις τιµές της συνάρτησης 

2x)x(P 2 −=  στα σηµεία 3)2.0(2x =  στρογγυλευµένες σε ένα δ.ψ. Να βρεθεί ένα φράγµα 

για το απόλυτο σφάλµα στις τρίτες διαφορές της συνάρτησης που προέρχεται από τα 

σφάλµατα στρογγυλοποίησης στις τιµές της. 

 

4. ∆ίνεται η συνάρτηση 1x2 = f(x) 4 −⋅ . Να κατασκευαστεί πίνακας διαφορών για τις τιµές της 

,4-1,0,1,2,3=i 1,h0,xh,ix )f(x 00i ==⋅+= . Με τη βοήθεια του πίνακα να βρεθούν οι τιµές 

για τις εκφράσεις 
2

3fδ , 3

2
f∇ , 1

3 f∆ .  

5. Να δειχθεί ότι x3hx3 )1()(∆ ααα ⋅−= , όπου h το βήµα της πινακοποίησης και α σταθερά. 

6. Αν είναι γνωστό ότι το βήµα πινακοποίησης h για τη συνάρτηση x
3
 είναι ίσο µε 1, να 

απλοποιηθεί η έκφραση 32
x∆∇ . 

7. ∆ίνεται η συνάρτηση 3x= f(x) , πινακοποιηµένη στα σηµεία 5,...,2,3i,ixi −−== . Αν στην 

τιµή 1f  εισχωρήσει ένα σφάλµα 0.2- =ε , να βρεθούν τα σφάλµατα, που θα εισχωρήσουν 

στις τιµές 0∆f , 1

2 f∇ . (Απ. -0.2, -0.2). 

8. Αν οι παρακάτω τιµές αποτελούν τις τιµές ενός πολυωνύµου δευτέρου βαθµού σε σηµεία, 

που ισαπέχουν, να βρεθεί το αποµονωµένο σφάλµα που υπάρχει σε µια από αυτές και να 

διορθωθεί η τιµή αυτή.  

 

 

 

9. Στις τιµές 0f   και 1f  του πίνακα τιµών µιας συναρτήσεως f  υπάρχουν σφάλµατα 

001.0ε 10 == ε . Να βρεθεί το σφάλµα, που θα υπάρχει στην τιµή 0

2 f∆  του πίνακα διαφορών 

της υπόψη συναρτήσεως.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x x0      x1    x2     x3     x4      x5     x6        x7 

f(x) 12   10   24   28   40   62   90   124 
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Παρεµβολή 
 

Γενικά 

Τύπος Παρεµβολής των προς τα Εµπρός ∆ιαφορών 

των Newton-Gregory 

Τύπος Παρεµβολής των προς τα Πίσω ∆ιαφορών των 

Newton-Gregory 

Πλήθος Όρων που Χρησιµοποιούνται στους Τύπους 

Παρεµβολής 

Παρεµβολή Lagrange 

Μετάδοση Σφαλµάτων σε Πίνακες  ∆ιαφορών 

∆ιόρθωση στους Τύπους  Παρεµβολής 
 

7.1  Γενικά 
 

Η παρεµβολή είναι ένα από τα σπουδαιότερα θέµατα της Α.Α., γιατί αποτελεί τη βάση της 

πολυωνυµικής προσέγγισης µιας συνάρτησης από ένα πολυώνυµο. Όταν µας δίνονται  

πινακοποιηµένες οι τιµές µιας συνάρτησης f(x) για κάποιες τιµές της µεταβλητής x, µπορούµε µε τη 

βοήθεια των µεθόδων της παρεµβολής να βρούµε ένα πολυώνυµο – προσέγγιση της συνάρτησης 

f(x) ή την τιµή της συνάρτησης για κάποια τιµή του x που δεν υπάρχει στον πίνακα. Ανάλογα µε το 

αν οι πινακοποιηµένες οι τιµές της συνάρτησης f(x) που δίνονται είναι ισαπέχουσες ή όχι, 

προκύπτουν οι παρακάτω τύποι παρεµβολής : 

 

7.2. Τύπος Παρεµβολής των προς τα Εµπρός ∆ιαφορών των Newton – Gregory 

 

Έστω x η τιµή της µεταβλητής για την οποία ζητάµε την αντίστοιχη τιµή της συνάρτησης 

f(x). Καλούµε µε xo µια από τις πινακοποιηµένες τιµές της ανεξάρτητης µεταβλητής, συνήθως την 

αµέσως µικρότερη τιµή από τη x, που περιέχεται στον πίνακα και µε θ το λόγο 
h

x-x o=θ  , οπότε 

το x θα δίνεται απ’ τη σχέση hxx o ⋅+= θ  . 

Είναι φανερό ότι στην περίπτωση, που το xo είναι η αµέσως µικρότερη τιµή του x στον 

πίνακα θα έχουµε 0 < θ < 1. Χρησιµοποιώντας τους τελεστές του προηγούµενου κεφαλαίου το f(x) 

γίνεται : 
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Ο τύπος που βρέθηκε ονοµάζεται τύπος των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory. 
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Παρατηρήσεις 
 

� Ο παραπάνω τύπος γράφεται συνήθως ως 

)x(Rf
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όπου ο όρος Rn+1(x) καλείται διόρθωση ή ακόµη και ως 
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� Το άθροισµα του δεύτερου µέλους του τύπου των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – 

Gregory αποτελείται από ένα πεπερασµένο πλήθος όρων όταν η f(x) είναι πολυώνυµο. 

∆ηλαδή, για πολυώνυµο n βαθµού θα ισχύει Rn+1(x) = 0. 

� Η παρεµβολή, για 0 < θ < 1, εφαρµόζεται καλύτερα στην αρχή ενός πίνακα, γιατί τότε είναι 

δυνατό να χρησιµοποιηθούν περισσότεροι όροι στο δεύτερο µέλος του τύπου. Αυτό σηµαίνει 

ότι µπορεί να χρησιµοποιηθούν περισσότερες τιµές της συνάρτησης f(x) και εποµένως 

περισσότερες πληροφορίες για τη συµπεριφορά της. 

� Η παρεµβολή µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για τιµές του θ < 0 ή θ > 1. Στις περιπτώσεις 

όµως αυτές οι άλλοι τύποι παρεµβολής δίνουν καλύτερα αποτελέσµατα. 

 

Παράδειγµα 7.1 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης xe)x(f =  : 

 

x 3.50          3.55            3.60 

f(x) 33.115     34.813        36.598  

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – 

Gregory να βρεθεί πολυώνυµο παρεµβολής πρώτου βαθµού της  f(x) και να βρεθεί το f(3.52). 

 

Απάντηση 

 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα διαφορών της συναρτήσεως µέχρι τη στήλη των πρώτων διαφορών. 

 

x      f(x)        ∆    

 

3.50             33.115       

1.698 

3.55               34.813            

1.785 

3.60   36.598    
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Χρησιµοποιώντας τώρα τον τύπο των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory µε xo έστω 

ίσο µε 3.50, οπότε )5.3x(20
05.0

3.5-x

h

x-x o −⋅===θ , θα έχουµε  

 

745.85x96.33698.1
1

)5.3x(20
115.33f

1
f)x(f oo −⋅=⋅







 −⋅
+=⋅








+= ∆

θ
 

7892.33745.8552.396.33745.85x96.33)52.3(f =−⋅=−⋅=  

 

� Η παρεµβολή µε πολυώνυµο α’ βαθµού λέγεται γραµµική.  

 

 

Παράδειγµα 7.2 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x -1    0     1     2     3 

f(x) 2     1     0    -1   -2     

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – 

Gregory να βρεθεί η f(x) µε την προϋπόθεση ότι αυτή είναι πολυώνυµο πρώτου βαθµού και 

να βρεθεί το f(1.5). 

 

Απάντηση 

 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα διαφορών της συναρτήσεως µέχρι τη στήλη των πρώτων διαφορών 

(οι δεύτερες διαφορές θα είναι µηδέν). 

 

x f(x)       ∆    

 
-1   0  

1 

0   1    

1 

1   2    

1 

2  3    

1 

3  4 

 

Χρησιµοποιώντας τώρα τον τύπο των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory µε xo έστω 

ίσο µε -1, οπότε 1x
1

(-1)-x

h

x-x o +===θ , θα έχουµε  

 

( )
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1
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+
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

 +
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


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


+= ∆
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Για 5.1x =  θα έχουµε 5.2
1

(-1)-1.5

h

x-x o ===θ  και 
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5.215.20f
1

5.2
f)5.1(f oo =⋅+=⋅








+= ∆  

 

 

Παράδειγµα 7.3 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x -1    0     1     2     3 

f(x) 2     1     2     5    10     

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – 

Gregory να βρεθεί η f(x) µε την προϋπόθεση ότι αυτή είναι πολυώνυµο δευτέρου βαθµού. 

 

Απάντηση 

 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα διαφορών της συναρτήσεως µέχρι τη στήλη των δεύτερων διαφορών 

(οι τρίτες διαφορές θα είναι µηδέν). 

 

x f(x)       ∆  ∆
2
  

 
-1   2  

-1 

0   1   2 

1 

1   2   2 

3 

2   5   2 

5 

3 10 

 

Χρησιµοποιώντας τώρα τον τύπο των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory µε xo έστω 

ίσο µε -1, οπότε 1x
1

(-1)-x

h

x-x o +===θ , θα έχουµε  
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Παράδειγµα 7.4 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x -1    0     1     2     3 

f(x) 0     1     2     9    28     



Αριθμητική Ανάλυση & Προγραμματισμός Επιστημονικών Εφαρμογών               Γουλιάνας   Κώστας               2011 Σελίδα 144 

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – 

Gregory να βρεθεί η f(x) µε την προϋπόθεση ότι αυτή είναι πολυώνυµο τρίτου βαθµού. 

 

Απάντηση 

 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα διαφορών της συναρτήσεως µέχρι τη στήλη των τρίτων διαφορών (οι 

τέταρτες διαφορές θα είναι µηδέν). 

 

x f(x)       ∆   ∆
2             

 ∆
3
 

-1   0  

1 

0   1    0 

1            6 

1   2    6 

7            6 

2   9   12 

    19 

3 28 

 

Χρησιµοποιώντας τώρα τον τύπο των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory µε xo έστω 

ίσο µε -1, οπότε 1x
1

(-1)-x

h

x-x o +===θ , θα έχουµε  
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Παράδειγµα 7.5 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x -1    0     1     2     3 

f(x) 0     1     2     9    28     

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory να 

βρεθεί η f(1.5) µε προσέγγιση τριών δ.ψ. 

 

Απάντηση 

 

Χρησιµοποιούµε τον πίνακα διαφορών του Παραδείγµατος 6.4 και έστω xo η πρώτη τιµή της 

ανεξάρτητης µεταβλητής. Έτσι έχουµε xo = 0 και 5.2
1

)1(5.1

h

x-x o =
−−

==θ . Για την εύρεση 

του η  f(1.5) θα χρησιµοποιηθεί ο τύπος του Παραδείγµατος 7.4, οπότε αντικαθιστώντας θα έχουµε 

: 
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Παράδειγµα 7.6 

 

• Να υπολογισθεί το άθροισµα 
222

n

1i

2

n n...21iS +++== ∑
=

 χρησιµοποιώντας τον τύπο 

παρεµβολής των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory. 

 

Απάντηση 
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Αφού οι τρίτες διαφορές είναι σταθερές, το πολυώνυµο παρεµβολής θα είναι τρίτου βαθµού. 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα διαφορών για τις 4 πρώτες τιµές : 
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1 === ∑
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 xi           Si           ∆    ∆
2 

  ∆
3
 

1    1  

            4 

2   5      5 

          9     2 

3 14               7 

     16 

4 30       

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory µε xo ίσο µε 1, 

οπότε 1n
1

1-n

h

x-n o −===θ , θα έχουµε  
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7.3. Τύπος Παρεµβολής των προς τα Πίσω ∆ιαφορών των Newton – Gregory 

 

Αρχίζουµε καλώντας µε xo, συνήθως, την αµέσως µεγαλύτερη της x τιµή στον πίνακα. Έτσι 

έχουµε ότι : 

 

h

xxo −
=θ  µε 0 < θ < 1. 

 

χρησιµοποιώντας τους κατάλληλους τελεστές µπορούµε να πάρουµε διαδοχικά 
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Ο τύπος που βρέθηκε και που είναι ο τύπος παρεµβολής των προς τα πίσω διαφορών των 

Newton – Gregory µπορεί να γραφτεί και ως 
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Παρατηρήσεις 
 

� Ισχύουν οι ίδιες παρατηρήσεις όπως στην περίπτωση του τύπου που χρησιµοποιεί τις προς τα 

εµπρός διαφορές. Η µόνη διαφορά είναι ότι η παρούσα παρεµβολή εφαρµόζεται καλύτερα 

στο τέλος ενός πίνακα. 

 

 

Παράδειγµα 7.7 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης xe)x(f =  : 

 

x 3.50          3.55            3.60 

f(x) 33.115     34.813        36.598  

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα πίσω διαφορών των Newton – Gregory 

να βρεθεί πολυώνυµο παρεµβολής πρώτου βαθµού της  f(x) και να βρεθεί το f(3.52). 
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Απάντηση 

 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα διαφορών της συναρτήσεως µέχρι τη στήλη των πρώτων διαφορών. 

 

x      f(x)        ∇    

 
3.50             33.115       

1.698 

3.55               34.813            

1.785 

3.60    36.598    

 

Χρησιµοποιώντας τώρα τον τύπο των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory µε xo έστω 

ίσο µε 3.55, οπότε )55.3x(20
05.0

3.55-x

h

x-x o −⋅===θ , θα έχουµε  
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Παράδειγµα 7.8 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x -1    0     1     2     3 

f(x) 2     1     0    -1   -2     

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα πίσω διαφορών των Newton – Gregory 

να βρεθεί η f(x) µε την προϋπόθεση ότι αυτή είναι πολυώνυµο πρώτου βαθµού. 

 

Απάντηση 

 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα διαφορών της συναρτήσεως µέχρι τη στήλη των πρώτων διαφορών 

(οι δεύτερες διαφορές θα είναι µηδέν). 

 

x f(x)       ∇     

 
 

-1   0  

1 

0   1    

1 

1   2    

1 
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3  4 
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Χρησιµοποιώντας τον τύπο των προς τα πίσω διαφορών των Newton – Gregory µε xo ίσο µε 3, 

οπότε x3
1

x-3

h

x-x0 −===θ , θα έχουµε  

 

1x)3x(41
1

x3
4f

1
f)x(f oo +=−+=⋅







 −
−=∇⋅








−=

θ
 

 

 

Παράδειγµα 7.9 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x -1    0     1     2     3 

f(x) 2     1     2     5    10     

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα πίσω διαφορών των Newton – Gregory 

να βρεθεί η f(x) µε την προϋπόθεση ότι αυτή είναι πολυώνυµο δευτέρου βαθµού. 

 

Απάντηση 

 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα διαφορών της συναρτήσεως µέχρι τη στήλη των δεύτερων διαφορών 

(οι τρίτες διαφορές θα είναι µηδέν). 

 

x f(x)       ∇   
2∇   

 
-1   2  

-1 

0   1   2 

1 

1   2   2 

3 

2   5   2 

5 

3 10 

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο των προς τα πίσω διαφορών των Newton – Gregory µε xo ίσο µε 3, 

οπότε x3
1

x-3

h

x-x0 −===θ , θα έχουµε  
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Παράδειγµα 7.10 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x -1    0     1     2     3 

f(x) 0     1     2     9    28     

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα πίσω διαφορών των Newton – Gregory 

να βρεθεί η f(x) µε την προϋπόθεση ότι αυτή είναι πολυώνυµο τρίτου βαθµού. 

 

Απάντηση 

 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα διαφορών της συναρτήσεως µέχρι τη στήλη των τρίτων διαφορών (οι 

τέταρτες διαφορές θα είναι µηδέν). 

 

x f(x)       ∇    
2∇         

      
3∇  

 

-1   0  

1 

0   1    0 

1            6 

1   2    6 

7            6 

2   9   12 

    19 

3 28 

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο των προς τα πίσω διαφορών των Newton – Gregory µε xo έστω ίσο µε 

3, οπότε x3
1

x-3

h

x-x0 −===θ , θα έχουµε  
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Παράδειγµα 7.11 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x -1    0     1     2     3 

f(x) 0     1     2     9    28     

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory να 

βρεθεί η f(1.5) µε προσέγγιση τριών δ.ψ. 
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Απάντηση 

 

 

Χρησιµοποιούµε τον πίνακα διαφορών του Παραδείγµατος 7.10 και έστω xo η πρώτη τιµή 

της ανεξάρτητης µεταβλητής. Έτσι έχουµε xo = 2 και 5.0
1

5.12

h

xxo =
−

=
−

=θ . Ο τύπος που θα 

χρησιµοποιηθεί είναι ο ακόλουθος 

 

o

3

o

2

oo f
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
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οπότε αντικαθιστώντας βρίσκουµε 
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7.4. Πλήθος Όρων που Χρησιµοποιούνται στους Τύπους Παρεµβολής 

 

Κατά την εφαρµογή ενός οποιουδήποτε από τους δύο τύπους παρεµβολής που 

παρουσιάσαµε χρησιµοποιούµε ένα πεπερασµένο πλήθος όρων, µέχρι τον πρώτο όρο του τύπου 

παρεµβολής, που η απόλυτη τιµή του είναι απόλυτη ή ίση από µισή µονάδα της τελευταίας 

δεκαδικής τάξης του πίνακα διαφορών. Μπορούµε εποµένως να βρούµε µέγιστες τιµές για τις 

οποίες, αν οι αντίστοιχες διαφορές παίρνουν απόλυτες τιµές µικρότερες ή ίσες από αυτές, τότε ο 

αντίστοιχος όρος του τύπου παρεµβολής θα έχει απόλυτη τιµή µικρότερη ή ίση από µισή µονάδα 

της τελευταίας δεκαδικής τάξης του πίνακα διαφορών. Έτσι µπορεί να καθοριστεί προκαταβολικά 

το µέγιστο πλήθος των όρων που θα χρησιµοποιηθούν στον τύπο παρεµβολής. Για παράδειγµα, 

στην περίπτωση του τύπου παρεµβολής των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory µε 0 

< θ < 1, αν θέλουµε να βρούµε την τιµή του f(x)  µε ακρίβεια k δεκαδικών ψηφίων, για το δεύτερο 

όρο θα έχουµε : 

 

k

o

2 10
2

1
f

2

−⋅≤







∆

θ
, 0 < θ < 1. 

 

Η παραπάνω σχέση γράφεται 
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2
10f)1(max10
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1
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)1( −− =⋅−⇒⋅≤⋅
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∆θθ∆
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, 0 < θ < 1.    

  

Αλλά 

 

( )
2

1
,

4

1
)1(max ==− θθθ ,  0 < θ < 1    

οπότε 
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( ) ( ) k

o

2k

o

2 104fmax10fmax
4

1 −− ⋅=⇒=⋅ ∆∆  

 

Άρα η µέγιστη απόλυτη τιµή που µπορεί να πάρει η δεύτερη διαφορά ∆
2
fo είναι τέσσερις µονάδες 

τις τελευταίας δεκαδικής τάξης του πίνακα διαφορών. 

Με µεθόδους παραπλήσιες µπορούν να βρεθούν µέγιστες απόλυτες τιµές για τις διαφορές 

οποιασδήποτε τάξης, σε µονάδες της τελευταίας δεκαδικής τάξης του πίνακα διαφορών, για τις 

οποίες τιµές ο αντίστοιχος όρος του τύπου παρεµβολής (συνεπώς και όλοι οι επόµενοί του) 

παραλείπεται στην πράξη. Στον πίνακα που ακολουθεί δίνονται οι πρώτες στη σειρά από τις τιµές 

αυτές για 0 < θ < 1, που αφορούν τους δυο τύπους παρεµβολής που έχουν βρεθεί. 

 

 ��/∇� ��/∇� ��/∇� 
��/∇� ��/∇� 

Newton – Gregory 

(και οι δυο) 
k

104
−⋅  k

108
−⋅  k

1012
−⋅  k

1016
−⋅  k

1021
−⋅  

 

 

 

Παράδειγµα 7.12 

 

• ∆ίνεται ο πίνακας τιµών της συνάρτησης 3x)x(f = , 5.1)1.0(1x = . Χρησιµοποιώντας τον 

τύπο παρεµβολής των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory να βρεθεί το πλήθος 

όρων που θα χρησιµοποιηθούν για την εύρεση της τιµής )15.1(f  µε ακρίβεια 3 δ.ψ.. 

 

Απάντηση 

 

Ο πίνακας διαφορών θα είναι : 

 

x        f(x)   ∆         ∆
2             

       ∆
3
 

1    1.000  

 0.331 

1.1    1.331   0.066 

 0.397           0.006 

1.2   1.728    0.072 

0.469           0.006          

1.3   2.197    0.078 

      0.547           0.006 

1.4  2.744   0.084 

        0.631 

1.5  3.375 

 

 

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory µε xo ίσο µε 1.1, 

οπότε 5.0
1.0

1.1-1.15

h

x-x o ===θ , θα έχουµε  

 

( ) 004.0104fmax066.0f(1.1)f
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( ) 008.0108fmax006.0f(1.1)f
3

0
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o

3 =⋅=<== −∆∆∆  

 

Άρα µπορούν να χρησιµοποιηθούν οι διαφορές µέχρι το πολύ δευτέρου βαθµού, οπότε θα έχουµε : 
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Αν αντικαταστήσουµε στην 3x)x(f =  το 1.15 θα έχουµε : 

 

520875.1)15.1()15.1(f 3 ==  

 

και 

 

0005.010
2

1
10

2

1
000375.0520875.15205.1)15.1(f)15.1(f 3k* =⋅=⋅≤=−=−= −−ε  

 

7.5. Τύπος Παρεµβολής του Lagrange 

 

Οι τύποι παρεµβολής των Newton – Gregory χρησιµοποιούν διαφορές προερχόµενες από 

τις τιµές της συνάρτησης f(x) για ισαπέχουσες τιµές της µεταβλητής x και δεν µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν στις περιπτώσεις που οι τιµές της συνάρτησης δεν ισαπέχουν, οπότε πρέπει να 

βρούµε τύπους παρεµβολής για τη γενική περίπτωση, που οι τιµές της συνάρτησης δεν ισαπέχουν. 

Θεωρούµε, λοιπόν, ότι η συνάρτηση f(x) δίνεται από τις τιµές της σε n + 1 σηµεία n)1(0i,xi = , 

τα οποία, γενικά, δεν ισαπέχουν. Υποθέτουµε ακόµη ότι η συνάρτηση που δόθηκε, προσεγγίζεται 

από ένα πολυώνυµο )x(Pn  βαθµού το πολύ n, τέτοιο ώστε οι τιµές του πολυωνύµου )x(Pn  να 

συµπίπτουν µε τις αντίστοιχες τιµές της συνάρτησης f(x) στα n+1 σηµεία n)1(0i,xi =  και 

ικανοποιεί τις σχέσεις : 

 

iin f)x(P =   | n)1(0i,xi =        

 

Τα σηµεία n)1(0i,xi =  καλούνται σηµεία παρεµβολής, το δε πολυώνυµο )x(Pn πολυώνυµο 

παρεµβολής του Lagrange. Η µορφή του πολυωνύµου )x(Pn  θα µπορούσε να είναι : 

i

n

0i

in f)x(L)x(P ∑
=

⋅=         

 

µε )x(Li , n)1(0i =  πολυώνυµα βαθµού n, που καλούνται συντελεστές Lagrange, και 

ικανοποιούν τις σχέσεις : 

 

1)x(L ii =  και 0)x(L ji =  | n)1(0j,i = , ij ≠ . 

 

Για παράδειγµα το )x(P 0n  θα είναι : 
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0n0n101000i

n

0i

0i0n ff)x(L...f)x(Lf)x(Lf)x(L)x(P =⋅++⋅+⋅=⋅= ∑
=

  

 

Αφού  0)x(L),...,x(L 0n01 =  και 1)x(L 00 =   

 

Όπως φαίνεται απ’ την επιλογή των συντελεστών Lagrange, το )x(Li  µηδενίζεται για κάθε τιµή 

του ij,n)1(0j,xx j ≠== , άρα διαιρείται µε κάθε ij,n)1(0j),xx( j ≠=−  και κατ’ επέκταση 

και µε το γινόµενό τους, οπότε θα έχει την  ακόλουθη µορφή : 

 

)xx(...)xx()xx(...)xx(A)x(L n1i1ioi −⋅⋅−⋅−⋅⋅−⋅≡ +−     

 

όπου Α σταθερά. Για την εύρεση της τιµής της σταθεράς Α χρησιµοποιούµε τη σχέση 1)x(L ii = , η 

οποία γίνεται : 
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οπότε  
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Αντικαθιστώντας την παραπάνω τιµή του Α στην )x(Li  βρίσκουµε ότι 
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)x(L  | n)1(0i =  

Αν αντικαταστήσουµε το )x(Li  στη σχέση i

n

0i

in f)x(L)x(P ∑
=

⋅= , ο τύπος παρεµβολής του 

Lagrange γίνεται : 
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⋅
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και 

 

)x(R)x(P)x(f 1nn ++=        

 

ή προσεγγιστικά  

 

)x(P)x(f n≈
       

 

όπου Rn+1(x) η διόρθωση που θα βρεθεί αναλυτικά. 
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Για συγκεκριµένες τιµές του n µπορούµε να βρούµε και συγκεκριµένες µορφές του τύπου 

παρεµβολής του Lagrange. Έτσι για n = 1 (γραµµική παρεµβολή) θα έχουµε : 
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Για n = 2 (τετραγωνική παρεµβολή) έχουµε 

 

2
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Παρατηρήσεις: 
 

� Κάθε άλλο πολυώνυµο, βαθµού το πολύ n, που θα ικανοποιεί τις σχέσεις iin f)x(P =  | 

n)1(0i,xi =  θα ταυτίζεται µε το πολυώνυµο παρεµβολής του Lagrange, γιατί τα δυο 

πολυώνυµα θα είναι βαθµού το πολύ n και θα παίρνουν τις ίδιες τιµές fi για τις n+1 

διαφορετικές τιµές της µεταβλητής x = xi  | i = 0(1)n. Αν, λοιπόν, χρησιµοποιηθούν τα ίδια 

ακριβώς n+1 σηµεία παρεµβολής που ισαπέχουν, τότε οι αντίστοιχοι τύποι παρεµβολής των 

προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory, των προς τα πίσω διαφορών των Newton – 

Gregory και του πολυωνύµου παρεµβολής του Lagrange συµπίπτουν, οπότε και η διόρθωση 

Rn+1(x), που θα βρεθεί στην επόµενη παράγραφο αναλυτικά, για την περίπτωση πολυωνύµου 

παρεµβολής του Lagrange ισχύει και για όλους τους µέχρι τώρα τύπους παρεµβολής που 

έχουν βρεθεί. 

 

 

Παράδειγµα 7.13 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x -1    0     1     2     

f(x) 0     1     2     9        

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής Lagrange να βρεθεί η f(1.5) µε προσέγγιση τριών δ.ψ. 

 

 

Απάντηση 
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875.12
)1()1()2(

)5.0()5.1()5.2(
2

)xx()xx()xx(

)xx()xx()xx(
f)5.1(L

321202

310

22 =⋅
−⋅⋅
−⋅⋅

=⋅
−⋅−⋅−

−⋅−⋅−
=⋅  

8125.29
)1()2()3(

)5.0()5.1()5.2(
9

)xx()xx()xx(

)xx()xx()xx(
f)5.1(L

231303

210

33 =⋅
⋅⋅
⋅⋅

=⋅
−⋅−⋅−

−⋅−⋅−
=⋅  

 

οπότε 

 

375.4)5.1(f =  

 

 

 

Παράδειγµα 7.14 

 

• Χρησιµοποιώντας κατάλληλο τύπο παρεµβολής να βρεθεί πολυώνυµο δευτέρου βαθµού, το 

πολύ, που να ταυτίζεται στα σηµεία x = -1, 0, 2 µε τη συνάρτηση 1x)x(f 3 += . 

 

Απάντηση 

 

Από τους τύπους παρεµβολής µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µόνο τον τύπο παρεµβολής του 

Lagrange, αφού τα σηµεία παρεµβολής δεν ισαπέχουν. Αν  1xo −= , 0x1 = , 2x2 = , θα  έχουµε 

0fo = , 1f1 = , 9f 2 = . Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής του Lagrange βρίσκουµε 
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1xx9
6

x)1x(

2

)2x()1x( 2 ++=⋅
⋅+

+
−⋅+

−=  

 

που είναι το ζητούµενο πολυώνυµο. 

 

 

7.6. ∆ιόρθωση στους Τύπους Παρεµβολής 

 

Η διόρθωση )x(R 1n+  στον τύπο παρεµβολής του Lagrange µπορεί  να δοθεί από τη διαφορά 

 

)x(P)x(f)x(R n1n −=+        
 

Είναι όµως δυνατό κάτω από ορισµένες προϋποθέσεις, που αφορούν τη συνάρτηση f(x), να βρεθεί 

µια άλλη έκφραση που, µερικές φορές, µπορεί να είναι πιο χρήσιµη. Για το σκοπό αυτό 

διατυπώνουµε χωρίς απόδειξη το παρακάτω θεώρηµα. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 

 

Αν Ι είναι το µικρότερο διάστηµα που περιέχει όλα τα σηµεία παρεµβολής xi   | i = 0(1)n και το τυχόν 

σηµείο x (δηλαδή Ι = [min(x,xo,…,xn), max(x,xo,…xn)]) και η συνάρτηση )x(f  είναι παραγωγίσιµη 

µέχρι το n+1 βαθµό µε παραγώγους συνεχείς, τότε η διόρθωση )x(R 1n+  του τύπου παρεµβολής του 

Lagrange δίνεται από την έκφραση 

 

 

1)!(n

)(f
)xx()x(R

)1n(n

0i

i1n +
⋅−=

+

=
+ ∏

ξ
  

όπου Ιξ ∈ . 

 

 

Παράδειγµα 7.15 

 

• ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x 1       2     3      

f(x) 1       8   27         

 

Να βρεθεί ένα απόλυτο φράγµα για το σφάλµα αποκοπής, κατά την εύρεση της τιµής του 

πολυωνύµου παρεµβολής του Lagrange, που ορίζεται από τα σηµεία 1xo = , 2x1 = , 3x2 =  και 

προσεγγίζει τη συνάρτηση 3
xf(x) =  στο σηµείο 5.1x =  

 

Απάντηση 

 

Θα έχουµε 3xf(x) = ,  2' x3(x)f ⋅=  , x6(x)f '' ⋅=  και 6(x)f ''' =   

 

οπότε 

1)!(2

)(f
)xx()xx()xx(
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)(f
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+

=
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375.0
6

6
)35.1()25.1()15.1( =⋅−⋅−⋅−=  

 

Το Πολυώνυµο παρεµβολής του Lagrange θα είναι : 
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Αλλά 
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375.327
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−⋅−
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−⋅−

−⋅−
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οπότε 

 

3375.36375.0)5.1(P2 =−+=  

 

και 

 

375.3375.03)5.1(R)5.1(P)5.1(f 32 =+=+=  

 

που είναι ίσο µε το 375.3
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Άλυτες Ασκήσεις 7
ου

 Κεφαλαίου 

 

1. ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x  0     1     2     3   4 

f(x) 2     1     0    -1   -2     

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – 

Gregory να βρεθεί η f(x) µε την προϋπόθεση ότι αυτή είναι πολυώνυµο πρώτου βαθµού και 

να βρεθεί το f(1.5). 

 

2. Να χρησιµοποιηθεί ο πίνακας τιµών της Άσκησης 1 για να βρεθεί η f(x) µε την προϋπόθεση 

ότι αυτή είναι πολυώνυµο δευτέρου βαθµού και να βρεθεί το f(1.5). 

 

3. Να χρησιµοποιηθεί ο πίνακας τιµών της Άσκησης 1 για να βρεθεί η f(x) µε την προϋπόθεση 

ότι αυτή είναι πολυώνυµο πρώτου βαθµού και να βρεθεί το f(1.5). 

4. ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x  0     1     2     3   4 

f(x) 2     1     0    -1   -2     

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής των προς τα πίσω διαφορών των Newton – Gregory 

να βρεθεί το f(1.5) µε προσέγγιση 3 δ.ψ 

 

5. Να υπολογισθεί το άθροισµα n...21iS
n

1i

n +++== ∑
=

 χρησιµοποιώντας τον τύπο 

παρεµβολής των προς τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory. 

6. Να βρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής των σηµείων (-2, -5α), (0, α) και (1,4α), όπου α 

σταθερά.  

7. Χρησιµοποιώντας κατάλληλο τύπο παρεµβολής, να βρεθεί πολυώνυµο το πολύ τρίτου 

βαθµού, που να παίρνει, τα σηµεία x = 0, 1, 3, 5 τις τιµές y = 3, 6, 18, 38 αντίστοιχα.  

8. Να αποδειχθεί αναλυτικά ότι στη συγκεκριµένη περίπτωση των τριών σηµείων xi = xo + ih  | 

i = 0(1)2, ο τύπος παρεµβολής του Lagrange συµπίπτει µε τον τύπο παρεµβολής των προς 

τα εµπρός διαφορών των Newton – Gregory. 

9. Χρησιµοποιώντας κατάλληλο τύπο παρεµβολής να βρεθεί πολυώνυµο δευτέρου βαθµού, το 

πολύ, που να ταυτίζεται στα σηµεία x = -1, 0, 2 µε τη συνάρτηση 1x)x(f 3 −= . 

10. ∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας τιµών της συνάρτησης f(x) : 

 

x 1       2     3      

f(x) 0       6   24         

 

Να βρεθεί ένα απόλυτο φράγµα για το σφάλµα αποκοπής, κατά την εύρεση της τιµής του 

πολυωνύµου παρεµβολής του Lagrange, που ορίζεται από τα σηµεία 1xo = , 2x1 = ,

3x2 =  και προσεγγίζει τη συνάρτηση xxf(x) 3 −=  στο σηµείο 5.1x = . 
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